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Einleitung

Ende 1986 haben I.M.Sigal und A.Soffer eine umfangreiche Arbeit mit dem
Titel ”N-Particle Scattering Problem: Asymptotic Completeness for Short-
Range Systems” vorgelegt. Das Thema der Arbeit ist also die Losung des
Problems der Asymptotischen Vollstandigkeit bei der quantenmechanischen
Streuung einer beliebigen (endlichen) Anzahl von Teilchen, die untereinan-
der nur vermittels kurzreichweitiger Krafte wechselwirken.

Dabei ist Streuung als Gegensatz zu Bindung zu verstehen: wenn die
Teilchen des Systems nicht alle gemeinsam in einem Bindungszustand ”um-
einander kreisen”, so kénnen sie aneinander gestreut werden, d.h. es existie-
ren dann zwei oder auch mehr stabile Subsysteme, die sich in die Zukunft
(oder Vergangenheit) hinein ”auf Nimmerwiedersehen” voneinander entfer-
nen. Diese stabilen Subsysteme konnen aus einem Teilchen allein oder
auch mehreren (quantenmechanisch) gebundenen Teilchen (z.B. Atome,
Molekiile ...) bestehen.

Asymptotische Vollstindigkeit bédeutet, daB jeder Zustand des Systems,
der nicht Bindungszustand ist, ein Streuzustand im obigen Sinne sein muB
(Vollstandigkeit), in dem sich die intern gebundenen Teilsysteme asympto-
tisch frei, d.h. fur sehr frithe oder spate Zeiten ohne wesentliche Wechsel-
wirkung untereinander, bewegen . Die exakte mathematische Beschreibung
dieses Sachverhalts, wie auch der noch folgenden anschaulichen Aussaven
konnen im Kapitel ”Struktur des Beweises” gefunden werden.

Dieses Bild soll nun fiir eine beliebige Teilchenzahl N bei kurzreichwei-
tigen Kraften gelten; als langreichweitige Kraft kommt im mikroskopischen
Bereich "nur” die Coulomb-Kraft in Betracht, die physikalisch am interes-
santesten, im Rahmen der Problemstellung ’Asymptotische Vollstandigkvit’
aber schwieriger zu behandeln ist.

Das Problem besteht darin, daf8 die experimentelle Erfahrung das oben
skizzierte Bild der zeitlichen Entwicklung eines " Nicht-Bindungszustandes”
eindriicklich nahelegt, der theoretische Nachvollzug im Rahmen des forma-
len Grundgeriistes der Quantenmechanik jedoch bisher nicht méglich war.
Der physikalischen Realitdt entspricht ja in der quantenmechanischen Theo-
rie ein bestimmtes mathematisches Modell und es kommt darauf an, das
einmal gefundene Modell auf seine Ta.uglichkeit zu uberprifen: zum Teil
an Hand der Vorhersagen, die es macht; in erster Linie jedoch im Hin-
bhck auf seine Ubereinstimmung und Erklarungskraft gegeniiber den schon



bekannten Fakten. Dies letztere ist ein Ziel der Streutheorie.

‘Nachdem man etwa 20 Jahre lang mit schwerfélligen und undurchsich-
tigen Resolventenmethoden das Problem ohne rechten Erfolg untersucht
hatte, kam es vor etwa 10 Jahren zu einer Wende in der Streutheorie durch
einen ”geometrischen”, mit der Anschauung enger zusammenstimmenden
Ansatz von V.Enss. '

Durch vielfaltige Forschungsanstrengungen ist das Problem der Asym-
ptotischen Vollstandigkeit mittlerweile fiir 2 und 3 Teilchen mit allen in-
teressanten Wechselwirkungen gelost, fiir N > 4 Teilchen liegt jedoch bis
Jetzt keine befriedigend allgemeine Losung vor. ( Fiir weitere Details zur
Geschichte der Streutheorie vgl. das Vorwort von Sigal und Soffer.)

Die Arbeit von Sigal und Soffer ist nun ein bedeutender Schritt in diese
Richtung. W.Hunziker und B.Simon &ufBerten in einem offenen Brief vom
1.9.1987 an alle interessierten Fachkollegen: ”We believe that the proof is
correct in the sense that both the stratevy and basic tactics in the paper are
sound.” Andererseits bemerken sie jedoch: ”... the paper is very difficult
to read, not so much because of the intrinsic difficulty of the material, but
because of the presentation.”

Ziel der vorliegenden Diplomarbeit 1st deshalb die detaillierte Rekon-
struktion eines wesentlichen Teils des Beweises von Sigal und Soffer, namlich
die L‘xusbreitungseigenschaften des Systems im sog. Nicht-Schwellenfall.
Dazu wird nach einem kurzen Kompendium der nétigen Notationen zunachst
ein Uberblick iiber die Struktur des Gesamtbeweises gegeben. Es folgt ein
Kapitel, in dem verschiedene Hilfsaussagen zusammengestellt und bewiesen
werden, und abschlieflend die Ausarbeitung des Nicht-Schwellenfalls.

An dieser Stelle mochte ich Herrn Prof.Dr.V.Enss fir sein stetes Inter-
esse am Fortgang der Arbeit und seine intensive Betreuung herzlich danken;
ebenso meinem Kommilitonen Reinhard Walden fiir die vielen klarenden
und anregenden Diskussionen.



Notation

Grundsatzlich wurden die Notationen und Aussagen, sowie die Formelnu-
merierungen von Sigal und Soffer soweit wie moglich iibernommen, um ein
leichtes Zurechtfinden bei paralleler Lektiire zu ermédglichen. Aussagen und
Formeln, die nur in veranderter Form ibernommen werden konnten, erhal-
ten zusatzlich einen Strich, z.B. Theorem 6.1’ . Zusatzliche Aussagen oder
Formeln bzw. zusatzlich numerierte Formeln bekommen noch einen kleinen

lateinischen Buchstaben, z.B. (A.7b) .

Fir die folgenden Notationen und ihre Bedeutung findet man weitere Hin-
weise aufler bei Sigal und Soffer selbst ( Einleitung, Kapitel 1 & 2, Anfang

Kapitel 6 ) vor allem in [RS].

Fa(s) glatte Fkt. auf R, A beschranktes Intervall, 0 < Fa(s) <1,

1 s€eA

'FA(3)={ 0 ,s¢(infA —é6supA +6),6=]|A[/10

Pa(s) = xal(s)
Weitere glatte Funktionen werden ad hoc definiert.

X

<z,y>

XI
<k u>
xYX;X’
<z k>
a

#(a)
aChb
Tmin
ama@

(3, )

={z € [R”NI Zf\_/__l m;z; = 0,z; € RV} Konfigurationsraum von

N Teilchen mit den Massen m; in ¥ Raumdimensionen
im Schwerpunkts-Bezugssystem

= 2 m; x; - y; Skalarprodukt auf X, z; - y; ist dabei das
euklidische Skalarprodukt in R”

= {k € R“Y| T k; = 0} Dualraum von X, Impulsraum

=Y ﬁk; - m; Skalarprodukt auf X’

Phasenraum

= Y ;- k; Bilinearform auf X x X'

Clusterzerlegung, Partition der Menge {1,..., N}

in nichtleere Teilmengen, die Cluster 4;,1 < i < #(a)

Anzahl der Cluster von a

a ist Verfeinerung von b, d.h. V4; € a 3B; € b: 4; C B;

={{1},.... {N}}, #(amin) = N

= {1,...,N},#(aw) = lA

={{i,sL{1},...{it, ... U} AN #G ) =N -1



Xa.

= {z € X|z; = z;,wenn (i,j) C a} Konfigurationsraum
der clusterexternen Koordinaten, "ezierner Raum”,

alle Relativkoordinaten innerhalb der Cluster smd

auf Null gesetzt

={z € Xl Yiec, mjx; =0, VC’ € a} Konfigurationsraum
der clusterinternen Koordmaten "interner Raum?”,

alle relativen Koordinaten der Clusterschwerpunkte

sind auf Null gesetzt

X = Xa®Xa = {ma} @{ma}
X' =(X*) D(X.) = {k*} D{k.}

p® bzw. p, sind die zu z* bzw. z, kanonisch konjugierten Impulse

o B

2

=—iV, = —i(0;); Impulsoperator auf X
= |p|?, Laplacéoperator auf X (als lineare Unter-
mannigfaltigkeit des R*Y)
= (1+ o)
=z [<z>
=1/2(Z-p+p- )
=1/2(z -p+ p-z), Dilatationsoperator
= |pa|?, Operator der kinetischen Energie
der Clusterschwerpunkte
Zustandsraum
= L*(X*), Zustandsraum der im Ursprung von X
angehefteten nicht wechselwirkenden Cluster,
"interner Zustandsraum”
= [?(X,), Zustandsraum der Clusterschwerpunkte,
"externer Zustandsraum”
Hamiltonoperator auf H*
=H'1+1817,, Zerlegungs-Hamiltonoperator
auf H = H® @ H,; Teilchen, die innerhalb eines Clusters von a
liegen, wechselwirken miteinander, Teilchen aus verschiedenen
Clustern nicht; daher bewegen sich die einzelnen Cluster von a
gemafl H, frei zueinander.



S

o

':-n‘pm<

Paarpotential zwischen den Teilchen i und j in

Abhéngigkeit von (z; — ;)

= 2(ij)gai<;j Vij Summe aller Paarpotentiale zwischen Teilchen

aus verschiedenen Clustern von a

= L)< Vii
—A+ Xigcai<i Vis |
~A+V =H, + 1, (voller) Hamiltonoperator auf H;

die von ihm erzeugte Zeitentwicklung soll analysiert werden.

o(5)

= (a,m) Kanal zur Zerlegung a; m ist Zahlnummer eines
Eigenwertes von H?(Vielfachheiten mitgezahlt)
=m
=a
= #(a(a))
Eigenwert von H® mit dem Index (a m);
Schwellenwert von H, falls a # 00
= {e,]|¢a Schwellenwert eines H® mlt #(a) > 2},
Schwellenmenge von H
ist Abkiirzung fir P, ® 1 auf H* ® H,,
wobei P, die Projektion auf den Eigenvektor ¥* zum
Eigenwert ¢, von H? ist.
heit offener Kanal zu gegebener Energie E, wenn E — ¢, > 0
= {£K,|ka = VE —¢,, falls a offener Kanal zur Energie E }
= 1/2{52 *Pat Pa 57:) mit T, = .'Ba/<$a>
= L*(X,)=H, Kanalhilbertraum
Impuls der Clusterschwerpunkte im Kanal o, p, = pa(a)
kinetische Energie der Clusterschwerpunkte im Kanal «, T, = |p,|?
= Ya(a)
= €q + T, Kanal-Hamiltonoperaior auf H,
oder (in der natiirlichen Fortsetzung) auf H
Kanalidentifikationsoperator von H, nach H mit
Jou = ¥v* Q@ u, ¥* EV von H® zum EW ¢,
= (@maz, G2, 43, . . ., Gk, ) mit F#(a;) = i, a; C a;4; und a(a) = ay,
String



(In der folgenden Gruppe von Symbolen bedeutet N nicht mehr die Teil-
chenzahl des Systems !)

Notation zu beliebiger Zerlegung a Notation fir a = a4,

€,;  Eigenwert von H® mit Zahlnummer j | ¢;
(Vielfachheiten nich? mitgezahlt)

P? Projektor auf den Elgenraum von H* | P;
zum Eigenwert ¢, ;

P =3P P=3%;PF;
paN = EJ<N Py PN=%.nP;
PN -—P“N®1 aufH“@'H ' PN auf H

PN =1-pN PN=1-pN
FY= F\PN

B = O(lz|™®) :& <z>®B<z>>~# beschrankt f.a. 8 € [0, max(«, 2)]
Das Gleichheitszeichen ist hier und in den beiden folgenden
Definitionen nicht als Identitit zu verstehen, sondern wie
die Landau-Symbole als ”€ {O(|z|~*)}”. Je nach Kontext
kann es dann sehr wohl darauf ankommen, mlt welchem
Element der Menge man gerade rechnet.

B O,(|z[™*) :& (H +)7'B und B (H +i)~! sind O(|z|~*)

= Oy(|z|™*) & (H+:)™'B (H +i)7! ist O(|z|™*)

A = B 2 A=B+O(z|™7),e >0
A= e |[A-B||<L¢

|

A >B = 3C,|IC||<c:4A>B+C



Struktur des Beweises von Sigal und Soffer

Ziel der Arbeit von Sigal und Soffer ist der Beweis von

Theorem 3.1 Betrachie ein (quanienmechanisches) N-Teilchensystem ,
N € N beliebig, dessen Paarpoientiale Vi; : R"N—C als Multiplikations-
operatoren auf L?(R*) den folgenden Bedingungen genigen (A, ist der
Laplaceoperator auf L*(R*) ):

(A) Vii(y) ist Ay-kompakt,

(B) <y > |Vi;(y)] ist A,-beschrinkl fir ein 6 > 0,

(C) [y[zay‘z;y‘ Vi;(y) ist Ay-beschrankt,

(D) Vi;(y) <y >* ist Ay-beschrinkt fir ein u > 1.

Dann ist dieses System asymplotisch vollstindig (s.u.).

Bem. Bedingung (A) ist hinreichend fiir die Selbstadjungiertheit von H
auf D(—A) fiir beliebiges N. (C) ist eine technische Bedingung, um die Re-
sultate von [PSS] an geeigneter Stelle benutzen zu kénnen. (D) und (B)
sind die Bedingungen fiir die Kurzreichweitigkeit der Potentiale und ihrer
Ableitungen (Krafte).

Def.[RS] Ein kurzreichweitiges N-Teilchensystem heiffit asymptotisch voll-
standig, wenn die Kanalwellenoperatoren

Qf =5~ lim eHtJ,eHat
t—>too

exzistieren und vollstandig sind, d.h.

P RanQE = H<™(H).

Bem. Das bedeutet, daf8 die volle Zeitentwicklung gemaB H jedes Streu-
zustandes beliebig gut durch eine Superposition geclusterter Zeitentwick-
lungen gemaB der H, approximiert werden kann. Genauer: Jede Zeitent-
wicklung eines Streuzustandes des voll wechselwirkenden Gesamtsystems
kann verstanden werden als Superposition von Zustanden, in denen sich
zwei oder mehr stabile Subsysteme asymptotisch frei (fiir groBe Zeiten)
- bewegen. Dadurch ist eine vollstindige und durchsichtige Klassifikation



samtlicher Streuzustiande méglich.

Sigal und Soffer geben auch noch eine weitere Definition fiir asympto-
tische Vollstandigkeit:
Def. Ein kurzreichweitiges N-Teilchensystem heiffi asymptotisch vollstan-
dig(*), wenn zu jedem b € H*™(H) und jedem ¢ > 0 eine endliche Menge
A, von Kandlen , und zu jedem o € A, ein Vekior ufye € H, existiert, so

daf

. —iH -t +
t-l—l?'I:]éloo “6 td"— Z Jae Hatua,e” S&‘. (2‘2)
a€A,
Proposition 2.1 Angenommen die QF existieren. Dann sind die bei-
den voranstehenden Definilionen der Asymplotischen Vollstandigkeit eines

kurzreichwestigen N-Teilchensystems dquivalent.
Bew. [SS] O

Def. Das durch H charakterisierte kurzreichweitige N-Teilchensysiem heift
asymptotisch geclustert zur Energie E, wenn ein Intervall A 3 E existiert,
so daff fir jedes € RanPa(H) N'H*™(H) Vekioren F; € H existieren,
so daf

t—rdoo

Im [le™#fyp — 3 e~Haty || = 0. (2.3)

Die asymptotische Vollstindigkeit(*) wird nun auf die asymptotische
Clusterung zurtickgefiihrt:

Proposition 2.2" Das vorgelegte System und alle seine Subsysteme seien
asymplotlisch geclustert zu allen Energien E ¢ (T(H) U o??(H)). Dann ist
das System asymptotisch vollstandig(x).

Bew. [SS] O

Bem. Im Gegensatz zur originalen Formulierung darf E auch nicht aus
oPP(H) sein, da in der Arbeit nur fiir E ¢ (7 (H) U o??(H)) die asymptoti-
sche Clusterung bewiesen wird. Das stellt aber fiir den Beweis von Prop.2.2’
keine Schwierigkeit dar, da T(H) U ¢P?(H) nach [PSS] eine abgeschlossene
abzahlbare Menge ist. Damit sind Zustande, deren Energietrager disjunkt
von T(H) U o??(H) sind, dicht in H*™(H).



Der Beweis der asymptotischen Clusterung des Systems wird nun mit
”geometrischen Methoden” gefithrt, d.h. fiir verschiedene Regionen des
Phasenraums werden die Ausbreitungseigenschaften unter der vollen Zeit-
evolution getrennt untersucht. Im Einzelnen entwickeln Sigal und Soffer
folgende. Argumentation: '

Def. Fiur gegebene Teilchenzahl N, Energie E und genigend kleines In-
tervall A 3 E seien die Deift-Simon Wellenoperatoren definiert als
Wip:=s5— lim '], p(z,p)e (3.15)

t—+r+to0

falls der Limes auf RanPa(H) ezistiert.

Dabei sind die j, g(, p) Phasenraumoperatoren einer gewissen Bauart
(vgl.[SS]:(3.1),(3.2) ), welche eine Partition der 1 auf dem Phasenraum mit
den in Theorem 5.5 angefiihrten Eigenschaften bilden. Die Existenz einer
derartigen Partition der 1 wird in den Kapiteln 4 und 5 der Arbeit von
Sigal und Soffer nachgewiesen. (Fir Details vgl.[W] .)

Die asymptotlsche Clusterung lalt sich leicht aus der Existenz der Deift-
Simon Wellenoperatoren herleiten:

Lemma 3.6 Ezistieren fur jede Tetlchenzahl N € N die W* op ous (3.15)
auf RanPs, Agenigend kleines Intervall mit E € A, dann ist das System
asymplotisch geclustert zur Energie E.

Bew. [SS] O

Bem. Die in Prop.2.2' geforderte asymptotische Clusterung nicht nur des
Systems selbst, sondern auch aller Subsysteme, ist gewahrleistet, da der
Beweis fiir beliebige Teilchenzahl N gefiihrt wird.

Eine zentrale Stellung im Beweis von Sigal und Soffer nimmt die Eigen-
schaft (E) ein:

(E) Sei E ¢ (T(H)UoP"(H)) fest gewahlie Energie. Dann existieri ein
Intervall A > E, so daff f.a. v € RanP, gilt:

400 .
| liagdese it < CllylP?

10



<
fur ein C < oo unabhingig von 9. _‘
Dze j, sind dabei die Phasenraumoperatoren aus Theorem 5.5(ii1) mit Triger
in der Menge (5.25):

{dist(Z -k, 2g) > 6} U | (Quen{[z-k - &| <e,}) C X x X'.(5.25)
NG%

Die Bedeutung der Menge (5.25) wird unten genauer besprochen.

Hat man einmal die Eigenschaft (E) gezeigt, dann folgt die Existenz der
Wi gemaB
Prop051t10n 3.7 Angenommen die Eigenschaften (A)-(E) gelten und es
ist E ¢ (T(H)Ud?(H)) . Dann existiert ein (kleines) Intervall A 3 E,
AN(T(H)U e (H)) = 0, so daff die Operatoren Wiz auf RanPa(H)
ezisiieren.
Bew. [SS],[W] O

Der Beweis der asymptotischen Vollstindigkeit eines kurzreichweitigen

N-Teilchensystems konzentriert sich mithin auf den Nachweis der Eigen-
schaft (E).

Um die Bedeutung der Eigenschaft (E) wiirdigen zu konnen, ist es
niitzlich, ihren Inhalt genauer zu verstehen.

Def. Zu gegebener Energie E heifft Mg C X x X' Ausbreitungsmenge zur
Energie E, wenn fur jeden Phasenraumoperator J mit supp J N Mg = 0
emn Intervall A 3 E existiert, so daff f.a. ¥y € RanP, gili:

Foo L _~iHt (2 2
[ W sy < clyl) (3.6)
fur ein C < co unabhangig von 1.
Bem. Betrachtet man der Einfachheit halber auf 1 normierte Zustande

¥, dann bedeutet (3.6), dafl die Zeitevolution des Systems mit der Gesamt-
energie =~ E einer Integrabilitatsbedingung geniigt.

11



Ein Eigenzustand des Gesamtsystems ist bis auf einen Phasenfaktor
e™'" zeitlich konstant, also sicher nicht integrabel im Sinne von (3.6). Laft
man einmal den Phasenraumoperator J aufler Acht, so bekommt man aber
auch fiir ein sich ausbreitendes System nur einen O(|¢|~!)-Abfall, der ge-

_rade nicht mehr integrabel ist. Integrabilitat entsteht erst dann, wenn das
System auch den Trager der J’s verlafit, d.h. sich asymptotisch aulerhalb
aller moglichen Trager der Phasenraumoperatoren J bewegt. Dies macht
die Bezeichnung von Mg als Ausbreitungsmenge zur Energie E verstandlich
und sinnvoll. g

Sigal und Soffer definieren eine Menge PSg C X x X' (vgl.[SS]:(3.5) ),wel-
che in einer zeitunabhangigen Darstellung alle Punkte des Phasenraumes
umfaBt, die ein in zwei oder mehr Cluster zerfallendes N-Teilchensystem im
Streuzustand zumindest asymptotisch durchlauft: die Schwerpunkte der in-
tern quantenmechanisch gebundenen Cluster bewegen sich geradlinig und
gleichformig vom Schwerpunkt des Gesamtsystems weg bzw- auf diesen zu,
wobei die im jeweiligen offenen Kanal o zur Verfiigung stehende Energie
E — e, = £2 auf alle mdglichen Weisen auf die Bewegung der einzelnen
Clusterschwerpunkte verteilt wird. »

Die Menge PSg geht nicht direkt in den Beweis ein, sondern statt dessen
die Menge (5.25), von der zur Veranschaulichung in Lemma 5.7 gezeigt wird,
dafB sie im Komplement von PSg liegt.

Kurz: Die Eigenschaft (E) besagt, daB PSg Ausbreitungsmenge zur
Energie E ist.

Beim Beweis der Eigenschaft (E) werden zwei Falle unterschieden:

1. Der Nicht-Schwellenfall ([SS]: Kapitel 7): in Theorem 7.1 wird eine
Gleichung vom Typ (3.6) fir J = F(s) mit Trager in der linken
Menge: {dist(Z-k,Xg) > 6o} von (5.25) gezeigt.

2. Der Schwellenfall ([SS]: Kapitel 8): in Theorem 8.1 wird eine Glei-
chung vom Typ (3.6) fir J = J, g, (vgl.(8.9)) mit Trager in einer
Teilmenge der rechten Menge von (5.25) gezeigt. ‘

Worum geht es dabei anschaulich ?
Wenn z||+k ist, gilt fir grofle z : |Z-k| = |k|. || ist der Betrag des Impulses
aller Teilchen. Zu einer gegebenen Energie E sind die « € T die iiberhaupt

12



nur moglichen Werte des Impuls-Betrages der freien Bewegung der Cluster-
schwerpunkte gema8 H, . Der Nicht-Schwellenfall bedeutet also, daB das
System sich asymptotisch in der Zeit in einen Bereich des Phasenraumes
hineinentwickeln muf}, dem ein zulassiger Impulsbetrag entspricht. Dieses
Kriterium ist allerdings noch zu grob.

Es gibt ja Punkte im Phasenraum, denen ein zuldssiger Impulsbetrag
entspricht , in denen das System auch die "richtige” Konfiguration aufweist,
d.h. die Teilchen der einzelnen Cluster einer Zerlegung sind im Vergleich zur
Gesamtgrofle des Systems nahe beieinander, in denen aber trotz |z - k| =~ &
fir ein £ € g nicht z|| £ &£ gilt. Diese Gebiete des Phasenraumes wer-
den im Schwellenfall auch noch von der Ausbreitungsmenge zur Energie E
ausgeschlossen. Theorem 5.6 zeigt sogar (vgl.[W]), daB es im Schwellenfall
ausreicht, nur solche Konfigurationen zu betrachten, in denen alle Cluster
einer Zerlegung zueinander einen Mindestabstand haben, der proportional
zur jeweiligen Entfernung eines Clusters vom Schwerpunkt des gesamten
N-Teilchensystems ist.

Da der Kern der vorliegenden Arbeit die Rekonstruktion des Bewei-
ses von Theorem 7.1 ist, soll auf dessen Struktur noch naher eingegangen
werden.

In Formel (6.1) aus Theorem 6.1’ wird der Kommutator des vollen Ha-
miltonoperators H mit dem Dilatationsoperator A =1/2(z-p+p-2z) von
unten durch einen relativ komplizierten Ausdruck, der gentigend zur Ener-
gie E offene Kanale a umfafit, abgeschatzt. Es gilt aber:

d _ d iHt 4 —iHtY __ _iHt; —iHt
7AW = (e AT = e, Ale™ .

Im Beweis von Theorem 7.1 wird anhand einer detaillierten Kanalanalyse
auf der Grundlage von Formel (6.1) gezeigt, dafl i[H, A] auf Streuzustanden
der Energie =~ F strikt positiv ist, d.h. e~*#*y wichst im ”A-Raum” mit
einer gewissen Mindestgeschwindigkeit. Wegen 4 = z - p folgt so die Aus-
dehnung des geclusterten Systems.

Die damit gewonnenen Abschatzungen gewisser Kommutatoren "von
unten” (das sind die Formeln (7.2) und (7.27)) werden dann mit Hilfe des
nachstehenden Lemma 3.4 in die gewiinschte Abschatzung "von oben” (das
ist Formel (7.1) analog zu (3.6) ) gebracht.

13



Lemma 3.4 Sei Acin fizierles Intervall und F ein fur irgendein n € N
H™-beschrinkier Operator; weiler seien F; selbstadjungierte beschrankte
Operatoren, die fir alle y € RanPa(H) der Abschitzung

[ IR wlPar < il (3.9)
genugen mit einem C) < co unabhangig von .
Fiir diese Objekte gelte dariber hinaus noch die folgende Abschatzung:

endl.

PailH, FIPa > Pages Fi s Pa— Y Pagdes FidesPa. (3.8)

Dann gilt fur alle.y € RanPy(H)

o iRgsswdra <ol (3.10)

mit eimem C < 0o unabhangig von 1.
Bew. [SS] O
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Hilfsmittel

Eine Abschatzung vom Mourre-Typ

In den Abschatzungen von Theorem 6.1', Korollar 6.7" und deren Anwen-
dungen setzen wir eine beliebige feste Teilchenzahl vorraus und benutzen
den Buchstaben N als Parameter in F{Y = F, PV,

Theorem 6.1! Sei E ¢ (T(H)Uo™(H)) . Zu jedem ¢ > 0,6 > 0 und
Kanal o ezistieren dann Zahlen 69 > 0, Nuo) und Funktionen F, mit
0 < F, L1, supp F, C (—6/2,6/2), so daf fir jedes Intervall A mit
|A| < 80, A > E, und fir alle N > N, die folgenden Abschitzungen gel-
ten:

€ |l
FYiHAFY < FY( Y 26.20a)FY (6.1)
' ' m(a)<Ny(q)
E—'éa?_o

(FA) = FY( ¥ dan)FY (6.2)
m{a)<Ng(a)
E—CQZO
wobei sich die Summen iuber alle offenen Kandle mit m(a) < Ny(a) erstrec-
ken, und

¢a,E = Z ]SF(I7QI < Ko + 5)Fa(lpa| - ma)F(h/al < Kq + 6)];‘ (6'3)
S,a(S)=a

0 ,5>K,+5/46
1 ,8<rq,+3/46
beschranktie Operatoren, defintert durch:

F(s < kg +6) = ist glatte Funktion. Die js sind

Js = Pay PR PN .. pit-1 P, (6.4)
fur den String S = (@moz, Qa, ..., ax, ), wobei die {@s’,,} eine Partition

der 1 auf dem Konfigurationsraum X bilden (vgl.[SS]: Ende Kapitel 4,
[W]).

Bem. Die Definition von E := inf A + § in Theorem 6.1 ist nicht sinn-
voll: \
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1. da man fiir die ‘Anwendung E € A braucht, folgt §, > 6; &, sollte
~ aber unabhangig von 6 nur in Abhangigkeit von ¢ gewahlt werden
konnen;

2. da die Induktionsannahme im Beweis deutlich formuhert ”, E from
the middle of the intervall A,”;

3. da die einzige Stelle im Beweis, wo E = inf A + § benutzt wird wi-
derspriichlich ist.

Bew.Theorem 6.1": [SS] O
Korollar 6.7' Unter den selben Voraussetzungen wie in Theorem 6.1° ,

aber zusatzlich ¢ < 1, und mit den selben Bezeichnungen gelten die For-
meln: '

FYiH AIFY < FY( Y (262 —€)dap)FY (6.46)

m{a}<Ng(a)
E—€a_>.0
(FYY =z AFa)F( Y ¢ap)FY. (6.47)
m(a)S<Ng(a)
E—GQZO
Bew. Wir zeigen zunachst:
(FY)? < (1 +)FY(T ¢a) FY. (6.47a)

Unmittelbar aus den Deﬁmtlonen ergibt sich fur selbstadjungierte Opera-
toren A und B:

€ .
A>B = A>B—clund
A£B = Az BTel
Sei ¢/ > 0 mit ' K 1 vorgegeben; wir wahlen dazu ein beliebiges e,0<
e<1, sodafl & > —— Das ist sicher moglich wegen lim,.—, ~5= == =0. Zu

dlesem ¢ wahlt man em Intervall A und N € N so, daf§ gemaﬁ Theorem
6.1* gilt: :

(6.2)=(EN)? < FN (3 6a)FN +el.

16



Fur N' > N und geeignetes A’ C A, so daf F{/ Fa= FY/, folgt:

(FY)Y < (Z¢a N +e(FiVYe
(FY(1-¢) < FN(T ¢)FY=
(FA? < (1= ' FN (O ¢a)FN < @+ ) FY (S ¢0) FN

da (1 -¢)' <1+4¢ & ¢ > 5. LaBt man nun die Striche an ¢’ und FY/
weg, hat man (6.47a).

Die andere Teilaussage von (6.47) erhalt man ganz analog, indem man zu
e’ >0, ¢ K1, ein ¢ wahlt mit & >m

Nun zum Beweis von (6.46). Zu vorgelegtem ¢’ € R*, ¢ « 1, wihlt
man Zahlen ¢ & € R*, 2 < 1, so daB ¢/ = ¢(1 +&). Als nachstes wahlt
man dazu A ,A’, N, N’ dhnlich wie oben, so da8 gilt:

(6.1)=>
FYilH, AJFY
FY'i[H, A|FY

FY(D 26.%9,) FN —cl =
FAI, Z 2ICQ2¢ 1 - €(FA1')2.

Mit (FY)? < (1+8)F (T ¢a)FLY folgt:

2
2

FLH,AIFY > FN (3 2ka20.)FY — (1 + BFY (Y ¢a)FL
= FA,'(Z(2A:Q2 — e’)gb(,)FA,'.

Weglassen der Striche bei ¢’ und F2, ergibt (6.46). O
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Allgemeines zum Anhang bei Sigal und Soffer

Sigal und Soffer beweisen in ithrem Anhang verschiedene Aussagen lber
Kommutatoren selbstadjungierter Operatoren. Sie betrachten dabei glatte
und (in der Regel) beschrankte Funktionen f (auf R ) dieser Operatoren,
wobei die Fouriertransformierte f (im Sinne der Fouriertransformation von
temperierten Distributionen) folgender Bedingung gentigt:

[ 17)l Islds < 00, ¥n €N,

Im folgenden werden wir :iiese Bedingungen an f abgekiirzt zitieren durch:
” f genlige (A.1')”. '

Im Beweis von Theorem 3.1 werden nun mehrere Klassen spezieller Funk-
tionen von selbstadjungierten Operatoren benutzt:

1. f € C°(R) bzw. € S(R) (Schwarzraum): o
Fir diese f ist (A.1") klarerweise erfiillt, sogar fir n = 0, da f(s) €
S(R).

2. f geglattete Stufenfunktion mit C§°-Ableitung:
Als einfachsten Fall betrachten wir zunichst die Heavyside-Funktion

1 ,22>20
H_{O , <0

[H’(;:)](s) =78(s) +iP(1/s) (P: Pseudofunktion, Beweis siehe [K])

Da man fir alle temperierten Distributionen mit Hilfe der Substitu-
tionsregel leicht berechnet:

[tz —a)]~(s) = e’”“[t@)](s) fiir festes a € R,
folgt
[H(z - a)](s) = e (x8(s) + iP(1/5)).

Sei nun Js € C§°(R) ein Glattungsoperator mit supp J5; C Us(0), dann
ist [J5](s) = m(s) € S(R), und

[Js * H(z — a)]~(s) = m(s) - ' (n8(s) + iP(1/s)).

18



Ein f vom Typ f(z) = Js* H{z — a) genlgt offenbar (A.1'), da m(s)
Integrierbarkeit im Unendlichen garantiert, und der Faktor |s|” die
Singularitat im Ursprung beseitigt.

Eine glatte Stufenfunktion mit C§°-Ableitung hat nun die Form

endl.
T(”’) = E c,'H(:): - a;), ¢, a; € R; geglattet.
G
Aus der Linearitat von Faltung und Fouriertransformation ergibt sich

mit dem schon gewonnenen Resultat, dafl das geglattete T(x) eben-
falls (A.1') geniigt. : ’

3. Der Beweis von Proposition 7.5 benotigt entscheidend die Giiltigkeit

von Formel (A.49) aus Korollar A.9 fiir eine Funktion des Typs
f@)=d¢@)=z -Flz>M)=z-(Js* Hz - M))

mit einem M € R und J; wie oben.
Fiir alle temperierten Distributionen s, t gilt (vgl. [K]):

(D*s)xt = DF(sxt) = sx(D*t), k Multiindex,

St t und
Z(s) = —2mib'(s)

Daher berechnet man (mit k € R):
- Flz> M) (s)=k-{2*[F(z>M)]}s) =
-—k27rz'{%[m(s) LM (r6(s) + P(1)5)) +
m(s) - &M . (x6'(s) = iP(1/s*))}

D.h. f’(;)(s) genigt (A.1') fiir n > 2.
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Formel (3.17)

Fur jede glatte Funktion f mit C§°-Ableitung gili:
O(l2]=*)£(B) = O(lz|™*) = f(B)O(||=*)

mil B = H,, p., Pa®, Ya, T ( a beliehig ).

Bew. Fir B = z ist die Behauptung klar. Lemma A.4(ii) gilt auch fir p,
und liefert:

F(B)O(lz|=*) = O(|z|"*)f(B) = O(lz|~=), d.h.
F(B)O(lz|=*) = O(l|=*) & O(lz|~*)f(B) = O(|z|==).

Wir zeigen die linke Seite:
<z>? f(B)O(|2|~*)<z>*~# beschrankt f.a. 8 € [0, max(c,2)] :

[1<2>? £(B)O(|z|~*)<z>*~8|| < ||<2>F f(B)<a>~F|| [|<2>°O(|z|~)<z>*~#|| < o0

falls [|[<@>? f(B)<2>f|| < oc.
Das aber gilt, wiederum mit Lemma A.4(ii), wegen:

<a> f(B)<z>~® = f(B) + <z>"[f(B), <a>~].
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Formel (A.44a)

[v, H] = O1(Jz|™") _ (A.44a)

Bew.

[%H]=[7,p2]+[%V]
_2[71 ]
[% Vil=1[2-p, Vil = 1/2[[3,p,Vis] =2 - [p, V5], da
1 z?

~ o ~\ __ ¢ Nt B S _ 7 —

(2, p] = i(VZ) -';33(@») EPIAN - (1 <m>2)

¥ <r>? -1 - . qer L -
a(n - —Z:z:—>2_) = O(|#|~') Multiplikationsoperator .

Fir ein festes Paar von Teilchen (¢, j) 148t sich bei geeigneter Koordina-
tenwahl z als (z;;, Z) schreiben, wobei z;; € R” die Relativkoordinate vom
Teilchen j zum Teilchen ¢ und z € R*V=2) ist; entsprechend p = (—iVi;, p)-
Dann ist:

2 [p, V(o)) = 2% (=)(ViVi) + s 7, V] =

(s (-z')(v;mj))s?}B(m,-j) ,B,-j beschrankter Mult.op. .
Also: [v,V] = O(]z|=!) Mult.op.
1=[2-pp*] - 1/’[[m pl, P’ = [&,9] - p + O1(|2]7?)
= ([5;,10 De = (2iV(Z,) - p+ AZ)x und

Opi<z> — .’2)ng<:1:>)
1 =1

<p>?
)i =0(z|™') Mult.op. .

V(&) = (V,(%)), = (
(

1 Tp * lwzl
Man kann dann weiter berechnen, dafi A%, = O(|z|~?) Mult.op. ist.

= (6, —
<m>( LRI

Wir erhalten damit: [Z, p?] komponentenweise = O, (|z|~'), wobei nur ein
p-Faktor regularisiert werden muf; demnach ist [Z,p?] - p baw. p - [3,p?
gleich Oy(]z|™") , womit alles gezeigt ist.
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Formel (A.47)

[, [v, (H + )~} = O(|z|~) (A.47)

Bew.

[v,[v, (H+n)"]] =

~[7, (H +n)7 'y, H(H +n)"'] =

—(H +n)~ 'y, [y, H{(H +n)™] = [v,(H +n)"'] - [v, H{(H + n)™! =
—(H+n)" v, [v, HIJ(H +0)™t = (H 4+ )" [y, H] [v,(H + n)"!] +
+0(|z|™?) =

—(H +n)~ v, [v, H] |(H + n)™! + O(|z]7?)

unter Benutzung von (A.44a).

[v.[v. H]] = [&-p[v, H]] -1/2[[2; ], [v, H]]
= [Z-p[v,H]]+ O:(Jz|"?) mit (A.44a).
[5'p1[7aH]] = 5[p,[7,H]]+[5,[7,H]]p
Mit dem Ergebnis von (A.44a):
[ H] = (257 0+ Oullal ™) + 30 22

(£.4)
folgt:
[, 2,97 - p) + (8, (3,9°) - p] - p) +

[, Ou(le )] + 2 [p, 22

)
) <z>

Der 3.Summand ist unmittelbar als Os(jz]~2?) zu erkennen; fiir den 4. be-
rechnet man mit den Bezeichnungen aus (A.44a):

.. Bi.
P (&) = (V&) = (- [ T ) -
o [ ((Vi;Bij)<a> — Byij(Vi<a>)) /<z>?
(—z)( ((vBij)<a:>—-'B,-j(V<a:>))/<s:>2 >—

(Otlsljcen - 0llet™) ),

[ﬁ-p, [7’ H]] =

& ®)



wegen

Vi<a> = |2/ <z>, V<z> = |z|/<2>, VB;; =0,
ViiBi; = (=i)(ViiVij + 255+ AVg) = O(lay5|™"
Es ist dann:
22 [p(g5)] = (0217 = O(la]"?) , da

(t.d)

-<—l->- - )_O(lzi;I7' = O(|z|™?) (Abfall in allen Koordinatenrichtungen ).

z> £

(3.4)

Es bleiben noch die beiden ersten Summanden zu priifen:

[ﬁapz] ' P = (2i(vl(§k))l * P + A(Ek))k cp =
S @O (V@) - pile - pr + S (AER))x - Px

k !
= > Ou(lz[™HViVi + Y O(|2|2) Vs
Lk k

mit naheliegenden Abkirzungen. Damit berechnet man:
P[Pl = 2[p Oull=|™)ViVi + 3 [p, Ou(|2]7*)] Vs
Lk k

= (Ou(|2|™)); und

3, (2,07 p] = IZOZk(lwl_l)[@V!Vk]+Zk:0k(|$|'2)[5,vk]
= (O(|z]™?));-

Damit ist [Z - p, [v, H]] = Oa(|z|™2) und es gilt (A.47).
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{
Lemma A.2a
Lemma A.2a f genige (A.1'). Wenn fiur einen beschrankien selbstad-
Jungierten Operator B [y, B] = O(|z|~®) fir o € (0,2] gilt, dann folgt:
[£(7), H] = O(|z|™®).

Lemma A.2 f genige (A.1'). Dann gilt: [f(v),(H +n)"1] = O(lz|™1).
Bew. [v,(H +n)™'] = O(|z|™!) nach (A.44a). Lemma A.2a

]

Bew. Lemma A.2a Fir einen selbstadjungierten Operator C und o € R
rechnet man formal:

[e7¢, <z>™%] = <e>7[<e>?, e CYr>™ (A.8a)

[<2>%,e'0f = ¢iCteiCtg>eiCt  <z>7) (A.4)

. t . ,
eth(_i/ ds e—th[C’ <m>a]6zCa) —
0

t . .
= z/ ds e’C(“‘)[<a:>“,C’]e’C’ (A.9a)
0
Fir a € (0,1] ist:
[<2>%,9] = [<&>*,3-p| - 1/2[<2>* [8,p]] = & - [<2>*, p]
= (—i)%-(V<2>®) = (—i)z%(aj(l_{_lml‘u’)a/?)
J
2 2
-— _ __27__ a=2 __ 2 <z> —1 a=1 __
= (=a)) <> = ia(~———)<a>*! =
O(l=*7") (A.13)

beschrankter Multiplikationsoperator.
Fir o € (0,1] ist die linke Seite von (A.8a), fiir C = + die rechte Seite von
(A.9a) nach Ergebnis (A.13) beschrankt. Die formalen Manipulationen dort
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lassen sich deshalb iiber quadratische Formen rechtfertigen und man erhalt
fir o« € (0,1]:

l[<@>ee, <a>=o]<z>e]] A2V | [<z>e, e || (A2
t . .
| [ ds ertIase, e <
0
i in(tms o ivsy (A3
< [V ds e ke Al e 2T el (A

Wenn die linke Seite von (A.14) fir alle ¢ € R durch C|¢| beschrankt ist,
dann gilt - wegen <z>* unbeschrankt - erst recht:

l[<z>*[e™, <x>™] || < Clf

e, <e>™*[<a>*|| < Clt| (A.14a)
Es folgt:
Cltl 2 |l [e™, <a>ca>|| = || [<a>7%, e <ae>| 2
[[<a>eea> | — [,

d.h. fur geeignetes C > 1:

l<z>*e<z>™%|| < C(1+t|) und analog

llke>"%e <>l < C(1 +1t]) . (A.7a)

Ahnliche Schritte vollziehen wir nun auch fiir @ := 1 + a € (1,2]:

|<z>8[e, <z>=a) || 2V || [ce>F, e1f<z>"|| =
l<e>[<z>®, eM<z>"%]  + || [<2>, e <>l
. . . (A.14a)
Der 2.Summand ist = |[<a>[e", <z>7 || < CJ¢.

Fur den 1.Summanden rechnet man weiter:

12 I<a> [ ds e ¢=9[<a>%, 4]eire<a>3|

IA
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| fEds efrt=o<z>[<z>® y]eire<a>=4||
1o ds [<@>, &=} [<z>%, 9]er<a>=2]
8 ds ||<a>[<a>e, y]<a>=e|| [<a>eeive<a>=| ||<z>~1|
R ds [|<z>[e =2, <a>=1)<a>]| ||[<a>%, y]<a>2]|

X + IA +

>

(A.14),(A.72),(A.13)
<

x[[<a>eeiri<z>=]| <>

C 3" ds [(1+ s]) + (¢ = s]) - (1 + [s])]
C(1 + |t]*) fir geeignetes C.

IA

Also: |
I<a>*[e", <a>0 || < C(1+|tf) (A.14D)
Aus (A.14b) folgt ahnlich wie aus (A.14a) fir geeignetes C:
<z>%ei<z>™%|| < CL+[tP+1 < CA+t)) (A.7Tb)
Insbesondere ergibt sich daraus mit (A.7a) fir alle 8 € (0, 2]:
[<z>ei<x>B|| < C(1 + [t*) (A.T¢)
und analog bzw. iber die adjungierten Operatoren:

llkz>"Beica>?|| < C(1 +|t]*) (A.7c)

Wir wollen nun diese Ergebnisse zur Berechnung von

[f(7),B] ‘& 2/

(o <] -~

~ds f(s) [ du ey, Bl

anwenden; zundchst im Fall o € (0,1]: Nach Definition von O(|z]™*) muB
dazu fir 8 € [0,2], § := o — 3, der folgende Ausdruck untersucht werden:

<z>8 [5 du e7C=0(|z|~*)efrec >t =
Jo du (<z>Pet1(=)cz>=F)(<a>P O(|z|~*)<2>®)<a>~be > =
Js du (a>Pef1l=m<z>=F)(<a>BO (|2~ )<z >0)eir® +

o du (<@>Petr(=)<ae>Th) (<2 >PO(|z| =% )<a>®) (<z>~%[er®, <z >%])

26



Mit (A.Ta), (A.7c), (A.14), (A.14a), (A.14b) und Definition von O(|z|~%)
folgt fur geniigend grofles C:

[<z>* f5 du e7C=O(|z]|~*) e <a>d||
C{fS du (1 +|s = uf®) + 3 du (1 + |s — u*)(1 + |uf*)}
C{f& du (1 + (|s] + Ju))®) (1 + [u*)}
Cls|(1 +1s]")

IANIN A

Daraus folgt:
/03 du 70| )™ = [s|(1+]s|)O(z|™*)  (A.12)

mit einem O(|z|™*) , welches fiir alle s € R gleichmaBig beschrankt ist.
(A.12') ergibt dann:

[F(2), Bl = {i [ ds f(s)lsl(1 +|sI"}O(le]=) = O(lz|=)

da das Integral iiber s nach Vorraussetzung absolut konvergiert.

Um die Behauptung von Lemma A.2a vvollstiindig zu beweisen, muf
jetzt noch eine Variante von (A.12') fiir & € (1, 2] gezeigt werden.

s . —~ . -~
”<:c>'8/ du e 7C~WO0(|z|7%)e T <> —F)|
0 .

* 3 . (A.Tc)
| [ du (<2>8e0c2>78) <a>PO(ja| " )<z>ocmcarmcastF]| <
0
Is _
[ du i +1s = uf){ll<e>?O(la| e <at=F 4
0 B
+<e>?0(Je| ) <a> e, <> <> A} <
s ‘ _
/ du C(l + ls — ula){Il<m>f(1—ﬁ)e:7u<x>1_ﬁl| +
0
. (A.Ta)
+H[<z>"1=Feg> i1t <g>)<a>t=A||} <
lsl ~ o ~
/ du C(1 + s — ul*){(1 + Ju]) + [|<z>~(=Peirucp>a=5|| n
0
. (A.7a),(A.Tc)
+||<a>~(1=Feiruca>1=F||} <

[t s~ A+ )+ )+ A} <
| Clal(1 +1al")
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Der letzte Schritt ist nun klar und das Lemma A.2a ist damit vollstandig
bewiesen.

O

Lemma A.7

Lemma A.7 Seien A, B selbstadjungierie Operatoren, B dariber hinaus
. beschranki. f gendge (A.1'). Dann gili:

[B, f(4)] = f'(4)[B,A] + R - (A.39)
mat
R = —/oo ds f(s) /"’ du /u dp e*"P4[4 [A, B]le”* (A.40)
—00 0 0
Die Gleichungen sind tm Form-Sinn zu verstehen mit Formdomdne D(A?).

Bew. Lemma A.1 liefert:

(43 —1 /oo ds f(s) /0: du ei(““)A[:ﬁi, Bletu4

—0Q

= i /_o:o ds f(s)e™*{ /Os du (e7™4[B, Ale™* ~ [B, A])

+ /0 "du (B, A]}
(48 i /Oo ds f(s)e*4s[B, A]

+ /_o:o ds f(s)e*4 /; du (—1) /Ou dp eP4[A, [B, A]]e* =

f'(4)[B, 4] - /:: ds f(s) /: du /ou dp ei(’—P)A[A’ (4, B]]eipA
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Korollar A.9

Korollar A.9 Angenommen [ und f’% genugen (A.1'); insbesondere set
dazu f' > 0. Dann gili:

FalH, f()]Fs = |
Faf'(v)Far{H, 7] Farf'5(7)Fa + O(|z|72) (A.49)

mit A’ so gewdhlt, daff FaFar = Fa. (Zur Definition von Fa vgl. das
Kapitel "Notation” .)

Bew. Nach (A.47) ist [v,[v,H] ] = O(|z|~?). Mit Lemma A.2a folgt
deshalb fiir alle f, welche (A.1’) geniigen;

Fen, [ +m)=, 7] = OJz|=2) . (A.50)

Damit ergibt sich:

[H, f(v)] = H +n)[(H+n)™ f(v)[(H + )
H+n)f ( VI(H +n)" ', v}(H +n) — (H +n)R(H + n)

~(

~(

~(H + ) EOIH + )7 A + )
~(

~(

H+n)f5(3)[f'5(7), [(H +n)"%, 4] [(H +n)
H+n)R(H +n).

Der 2.Summand ist wegen (A.50), (3.17) und Definition von Oy(|z|~*) gleich
Os(]z|~) ; der 3.Summand wegen (A.47) und Bewels von Lemma A.2a
ebenfalls gleich Oy(]z]™*) .

Es ergibt sich also:

[H, f(v)]
= —(H+n)f5(Y)(H +n)" 47 (7)(H +n) + Os(|2]72) (A.51)

Man wahle nun A’ entsprechend der Voraussetzung etwas gréfer als A
Aus Lemma A.5(i) folgt:

[Far f3() = O(lz™). (A.52)
Damit ergibt sich weiter:

FA[H:f(‘Y)]FA \
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IV _(F + n)FaFarfH(nI(H +n)™, 1) (1) FarFa(H +n)

+FAOo(lIL‘l—2)FA
= —(H+n)Faf'5(7)Fal(H + )™, 9 f#(7)FarFa(H + n)
+ (H+n)Falf'3(7), Farl [(H + n)™, 4] f5(y) FarFa(H + n)
+0((e! ) ~
Der 2.Summand ist wegen [(H +n)™4] = O(J2|™1), (A.52) und (3.17)
gleich O(|z[~?) . Nach einem weiteren analogen Schritt erhalt man:

FA[H: f(‘Y)]FA . .
= —(H +n)Faf'?(v)Fa[(H +n)™ 4] Farf'?(v)Fa(H + n) + O(|z]|?) .

Wegen [(H + n)~', 4] = —(H + n)"{H,~](H + n)~! ergibt sich:

FA[H, ng)]FA .

= Faf'7(y )FA'[ yV(H +n)" Faif'7(¥)Fa(H + n)

gn(fﬁn))FA[f’ (7), (H+n “NFa[H, ¥ (H +n)” lFAlf’ (v)Fa(H + n)
+ O(|z|~?

Der 2.Summand ist wegen [H,v] = O(|z|™!) (vgl.(A,44a,)), Lemma A.2
und (3.17) gleich O(|z|~?) .
Nach einem weiteren analogen Schritt erhilt man die Behauptung. O

Bem.

1. Offenbar ist die Behauptung von Korollar A.9 auch in der Form

FAlH, f()]Fa = Faf'(v)Fal[H,¥]Fa+ O(|z]7%) (A.49a)
richtig.

2. Fiir Prop.7.5 mufl (A.49a) auch fiir Funktionen f des 3. Typ’s (vgl.
das Kapitel ” Allgemeines zum Anhang ...”) gelten.
(A.49a) stimmt aber auch in diesem Fall , da Formel (A.50) nicht
mehr benotigt wird - die f'%(‘y) werden ja nicht mehr kommutiert;
und durch das zweifache Integrieren vor f(s) in Formel (A.40) erhalt
man die notwendige Nullstelle 2.0rdnung in s = 0 zur Regularisierung
der Fouriertransformierten.
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Lemma A.10

Lemma A.10' Sei f € C(R).
(i') Sei * ein Bindungszustand von H® zum Eigenwert ¢, und ¥*, Vy©
<z*>7"L%(X*) mil n =2, dann gill

f(NPa=Puf(ra) = O(l2|™) (A.54')

(ii) Wird kein speziellef Abfall von ¥* im Unendlichen angenommen, so

gilt
f()Pa = Paf(va) = O(lz|™h) (A.55)

wobet &€ > 0 beliebig (klein) sein kann und O({m]‘l) von ¢ abhdngt.

(iii) Die Aussagen (i) und (i1) gellen auch dann, wenn in (A. 5/) und
(A.55) ~ an die Stelle von v, tritt.

Bew. (i') Sei

Yo = HepaHpar — Fa - Pa + [T, pa]
a 2 <mu> a a <m a a) a
=z, pa+ O(z.|7),
und r, := %%@;; anlog: ¥%, re.
Nun ist |
= z, + z°) -
3 = 2pr i) = LT ) Ol
x>
; Ta | i a -1
= o3 Pt 3P+ O(e]™)

Andererseits ist auch

a.a Ty -1
TaYa +7°9° = Ta—5-patra O(|z,|
7“‘<m -pt+re O(Iw ™)
m a
- d -1
= o3Pt p* + O(|z|™)



Also:

v = Y+ 1%+ O[] ™)
oder

Y = 19+ rava+ O(|e] ™) (A.56)
bei Betrachtung eines speziellen Kanals a.

Als nachstes zeigen wir

<> < <z, +<z®P fiir f €(~o0, 2] (A.56a)v

1 1
Wegen <z> = (1 + [z, + 2°]?)2 = (1 + |z,]? + [2°]?)2 reicht es aus fiir
a,b>0, a:=p8/2 € (—oc0,1] zu zeigen:

(1+a+b)* < (1+a)+(1+5b)° (A.56b)

Fur a,b = 0 ist die Formel ebenfalls richtig. Wir wahlen deshalb b € R*
fest und definieren

fla) = (1+a+b)*—(1+0a)*
Da o # 0 ist, gilt:
1 :
(@) = (L+a+0)*"" —(1+a)"
Daraus folgt wegen a -1 <0, 6> 0
1 !
a’f (a) <90

Far o € (0,1) also f'(a) < 0; und mit f(0) < (1 + b)* Vb € R* folgt dann
(A.56D) fur alle a € Y.

Fir a € (—o0,0) gilt f'(a) > 0; und mit lim,—o, fla) =0 < (1 +b)* Vb e
R* folgt dann (A.56b) fiir alle a € RF.

Damit ist (A.56a) bewiesen.

Mit Hilfe von (A.56a) soll nun
Y Py = O(|z]™) (A.57")
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gezeigt werden. Im Beweis dieser Formel betrachten wir an geeigneter Stelle
die Operatoren auf jedem Faktor des Tensorprodukts H = H* ® H, einzeln
und wenden das folgende Resultat an:

‘H ,K Hilbertraume, A bzw B beschrankter Operator auf H bzw. K,
dann ist

lA® 1lnex = ||Allx
II1® Bllnex = |[|Bllx

Nach Definition ist fiir die Giiltigkeit von Formel (A.57") die Beschranktheit
der folgenden Norm V 3 € [0, 2] zu zeigen:

”<93>-ﬁ7'a7apa<m>l-ﬂu = l|<m>ﬁ-A1<a:°‘>7°’Pa<;z:>1’B“.

Fall g €[1,2]: Sei p:=p-1€[0,1].

(A. 56&)
|[<z>*<z*>y* P, <a>"*||

||[<z*>H<z 2>y Py <> + ||[<zo># x>y P <a>H||

Da der Operator <z,>* auf H, wirkt, kommutlert er mit <z*> ~* und P, ;
so wird der 2.Summand < ||<z*>y*P,|| ”( ) [].

Mit <z*>9* = z%.p* +<2*>0(|z*|"!) kann man dann beide Summanden
weiter abschatzen:

< |[kz*>ze - paP<a>7#|| 4+ |[<a*>#<z*>0(|z%| 7 )<az>7#||
+l2* - paPall + fl<e*>O(|2*|™!) Pall.

Der 4.Summand ist beschrankt nach Definition; der 3. nach Voraussetzung
(n =1). Der 2.Summand ist

= [[<ze>ttrO(|ax|~t)<zest=(+mcgasicy>h||
<go>
< ClEE I <o

Der 1.Summand ist < |[<a:°‘>"<:c°‘>p°P | [|<e>"#|] < oo nach Vorausset-
zung (n = 2). \
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Fall g€ [0,1]: Seiv:=1-3¢€][0,1].
Es reicht dann aus die Beschranktheit des adjungierten Operators zu zeigen:

[<z>” P,ye<ao><a>™|| < |
|[<@>P Pu<ze>y2<a>T|| 4 [[KadY Py [ye, <z>]<a>7Y||

Der 2.Summand ist mit (A.13):
< |ka>? Pyga>~7|| + ||[ka>v<a>" > < o0

Es bleibt also:

(A.56a)
l[Kz>” Py<zo>yo<a>7"|| <

[<zo>? Puca>y2<a>™]| 4 [[Pacz®>y7]| <
kzo>” Puz® - pa<a>™"||  +  ||[<a*>¥ P,<z*>O(|z¢| ™ )<a>~|| +
|Paz®-poll  +  ||Pase>O(|2*] )]

Der 4.Summand ist beschrankt nach Definition; der 3. nach Voraussetzung
(n =1). Der 2.Summand ist

< [l<a"> Paca®>~|[ [ <e®> 0 ([ | ) <a> | (B2 < oo
Der 1.Summand ist nach Voraussetzung (n = 2)
< |[<mé>” P,z* - p*|| < oo.
Damit ist (A.57') bewiesen.
Fiir Teil (iii) benotigen wir spater
Proy® = Of|z|™t) (A.57a)

Dies zeigt man ganz ahnlich wie (A.57).

Da v, auf H, , P, auf H* wirkt, kommutieren beide Operatoren und
man erhalt:

(1= a)Pa 2

Y Py + (=1 + r4)va Py + O(|z| 1) P,
B2 0(l2|™) + Quva + O(lz|"1)Pa mit
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Qa = (=1+r)Py = O(|z|™) : - (A.59)

Um (A.59) zu zeigen, benutzen wir, dal nach (A.56a) (mit 8 = 1) gilt

<z,> <z>-<z,> <z*>
|—14r] = 1- &5l = 550 < <>
Damit folgt:
I<2>#(rq = 1) Pa<a>R|| = ||<a>P~1(<z> - <z4,>) P,<z>!78||

< lke>Pieae> P<a>t=A||

Die letzte Ungleichung erhalt man dabei wie folgt:

Seien A, B beliebige Multiplikationsoperatoren und sei ¢ € M, ¢ € R ;
dann gilt:

A

(¢, Ad)

(Ag, <> <> ¢)
(PaA<2>% ¢, P,<z>"%¢)
(@, <z> AP, <z>"7p)
|<z>7 AP, <z>~7||

B &

(Bg,¢) =

(BLz>% ¢, <z>"%¢) =

(B<z>? ¢, P,<z>~"¢) =

(@, <@>? BP,<az>~7¢) =>(vgl.[We])
[[<2>7 B Py<z>~7||

IANINIA N IN A

Mit denselben Methoden wie bei (A.57') zeigt man nun
l[<z>P~1<zo> P<a>! Pl < ooy

also (A.59).
Weiter gilt:

<2520 (je| ) Po<z>i8]| < C||<a>® " Py<z>t™f|| < oo,
d.h. O(|z|~') P, = O(|z|™"); auch dies mit den Methoden von (A.57').

Insgesamt erhalt-man also:

(1=7)Pa = O(l2]™") + Qe (A.58)

35



Mit

enp(.[, _ .T,a)e—imp = (_i)%(exﬁp . e—z"‘/ap)

und unter Benutzung von (A.2) folgt dann:

f(7) - f(‘)'a)

= [ ds fls) (e - &)

= /oo ds f(s) (e7* - ™12 — 1)evas

._oooo i 8 o | |
= 3 /_oo ds f(s){/o dp (—i)g;(ewp . e—z«,ap)}e,,m_,

= 2"/00 ds f(s) /’ dp e7P(y — 7, )e " 1e(s=P)
—o0 0

Wegen [v,, P,] = 0 und (A.58") gilt also:

(F0) = F)Pa = i [ ds fls) [ dpei Ofal )=t

+ i / ds f(s) /3 dp eivp Qa‘}'ae-i‘m(s-p)
-00 0

Der 1.Summand ist entsprechend der Vorgehensweise in Lemma A.2a gleich

O(lz[™) .

Es bleibt der 2.Summand:

I
I

-0 0

o d, . .
ds f(s) /0 dpe”? Qa—=(e7**) - 7P =

$ . . -~ d g
ds (/O dp e'? Qe 7eP) f(s)d—s(e"""‘) =
[ dpe Quemiv) Flajermz

- /00 ds et7* Qae—imsf(s)eiwaa
: hade o]

- /oo ds (/3 dpe? Que™1e7) f(5)eie
—c0 0
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~Der 1.Sum1ﬁand verschwindet in der Norm, da das Integral von 0 bis s
durch ||Q,]| - s beschrinkt ist, und nach Voraussetzung f(s) exponentiell

abfallt.
Der 2.Summand ist gleich:

= [ dserfoe. D faie. 42 ofl).
Der 3.Summand ist gleich |

- [ ds Fs) [ dpei Quemet = O(ja|)
(vgl. Bew. Lemma A.2a), da fiir f € C°(R) f'(s) exponentiell abfallt.
Damit ist (A.54') bewiesen.

(ii) Die Abschneidefunktion xr sei glatt und geniige
_J 1 ,falls<z*>< R

XE=1 9 , falls <z*> > 2R

Da P, = (¢, .) %" ist, ist fir R € R* und ¢ := xg¥*°

Por = xrPaxr = (xr¥°, .) xr¥* = (¥3%, .) V%

Als nachstes soll gezeigt werden:

. Weiter sei Yp =1 - xk.

Rlim ”Pa'R — P = 0 (A.61)
“Pa,R"' a“ < “XRPa - Pa” + ”XRPaYRH
< |IXgPell + | PaXxll

2|[ PaXll
und weiter ( fir ¢ € H mit ||¢]| =1 ):
| PuXell = s\;pllPamSH
= s1;pll(¢“,YR¢)¢“ll
= sup |y, @)1 w2l

R—roo

< Clixpyl™=—"0
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Es gilt nun
f(‘Y)Pa - Paf(7a) = f(7)Pa,R - Pa,Rf(‘Ya) + AR

mit
Ap = f(1)(Pa— Par) = (Pa = Par)f(7a)- (A.62)
Da f beschrankt ist, folgt mit (A.61)
Jim 4zl = o0 (A.63)

Nun hat ¥§ kompakten Trager und erfillt damit sicher die Voraussetzung
P8, Vg € <z*>~2L2(X?) von Teil (i'). Daher folgt

f(¥)Pap — Papf(1a) = O(lz|™), (A.64)

wobei O(la:[ 1) von R abhangt.
Insgesamt ergibt sich damit die behauptete Formel (A.55) aus (A 62) —
(A. 64)

(ii1)
f(MPs = Baf(v) = [f(7) = f(7a)]Pat

[f(ra)Pa = Paf(1a)] + Palf(va) = F()] (A.65)
Da aus [Ya, Pa] =0 [f(74), Pa] = 0 folgt, gilt unter den Voraussetzungen

von (i)
f(MPa—=Puf(v) = O(z|™), (A.54a)

Der 1.Summand ist namlich entsprechend (A.54') gleich O(|z|™!) ; und der
3.Summand ist ebenfalls O(|z|™') , denn analog zum Vorgehen in Teil (i')
schlieft man zunachst mit (A.57a)  P.(y — 7a) = O(|z|™!) + Qa7va und
daraus wortlich wie in (i') Behauptung (A.54a).

Unter den Voraussetzungen von (ii) schliet man:

| f(M)Ps = Paf(7) = O(z|™) (A.55a)
auf ganz ahnliche Weise, wobei fir den 3.Summanden aus (A.65)

A}i = f(7a)(Pa - Pa_,R) - (Pa - Pa,R)f(7)

benutzt wird.
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Der Nicht-Schwellenfall (Kapitel 7)

Die Eigenschaft (E) im Nicht-Schwellenfall formulieren und beweisen Sigal
und Soffer als '

Theorem 7.1a Sei £ ¢ (T(H) U oPP(H)) . Dann gilt fir jede beschrankie
glatte Funktion F(s) mit kompaktem Trdiger und dist (supp F,Zg) > 0:
es existiert ein kleines Intervall A S E, so daff

| IFZswlidt < cllyip? (7.1)
fur alle € RanPy mit ¥, = e'F*y und einem C € R unabhingig von .

Bem. Sigal und Soffer formulieren Theorem 7.1 ohne die Einschrankung,
daB F(s) kompakien Trager hat. Ein Beweis dieser starkeren Aussage, die
eine GleichmaBigkeit im Parameter R in Prop. T7.5a erforderte, ist jedoch
aus ihrer Arbeit nicht ersichtlich (vgl. auch die Bem. nach Prop. 7.5a).
Wir beschranken uns deshalb auf den Nicht-Schwellenfall in der Version
von Theorem 7.1a .

Def. Sei F(s > so) eine glatte Funktion auf R mit
1 Jur s > so + 61, 6; > 0 fest
F(sZso)z{O Jur s < 50— 6
>0 und <1 sonst

Den Hauptteil des Beweises von Theorem 7.1a liefert
Proposition 7.2 Set E ¢ (T(H)UoP(H)) , 70 ¢ Lg U {0} und |v| <
MaX(q offen) Ko- Dann ezistiert ein kleines Intervall A D E, so daff

FailH, F(v 2 )] Fa > OFagzz=F'(y21w)7=sFa (7.2)

gilt fir ein gewisses § > 0 und fir jedes F(s > vo) mit F'(s > ) > 0 und
supp F'(s > %) C [0 — 61,70 + 61], wobei

51 < min{l‘l’OIa (8170”—1’ 11—0 10+1|‘10|D’ 12|170| zjygD}

mil D = dist (79, Zg).

39



Beweis (Prop.7.2) Wahle A’ D A fest, so dal FarFa = Fa. A sei
dabei so klein vorgegeben, dafl auch U |(A') NoP?(H) = 0 gilt; dann

igla’
folgt fiir alle N € N:  F2 = Far. F(s > 7,) erfiillt die Voraussetzung von
Korollar A.9 . Durch Umbenennung ergibt sich direkt aus (A.49):

FailH, F(v 2 %)|Fa =

FaF's(y 2 1) FailH, 5| Fa P (v 2 %)Fa + O(lz]™?).  (7.3)
Mit A = %(p-a:+a:-p) gilt

i[H,7] = <z>"3(i[H, A] — 2¢y°)<z>~7 + O, (|z]~?). (7.4)

Wir zeigen: <z>7i[H, y]<z>? = i[H, A] — 292 4+ O (|z]™Y)

} N 1
<z>ri[H,y]ke>7 =

<z>7 Yi[H,p- Fl<a>r + <a>?
<g>% Li[H,p-a]<z>™7 + <a>i
<z>=7 Yi[H, =z Lplz>T 4+ <a>T

i[H,& - p|<z>? =

O RO BIf—
Vamme S
=3
8
o
<,
o
A
8
v
|
-
A
8
v
+

i[H, A —Li[[H,p- 2], <2>7]<z>7 % + L <a>~F[ [H, 3 - p|, <a>F]+
§{<m>%:(p - B)i<z>[H, <e> U <ad>t 4 <> i[H, <a>"U<a>(3 - p)<a>t}
- Wegen .
i[Hp-2] = ifp*+V,pl-z+p- ilp’ +V,2] =
iVipl -2 + p-ip’ 2] = =(VV) -z +2p?

ergibt sich [ [H,p - z], <w>§-] = 2[p?, <x>%] = 01(|m]":1?), d.h. der 2.Sum-
mand (und analog der 3.) sind gleich O, (|z|™!) .

Mit  <a>[H,<2>7!] = —[H,<z>] = —[p?,<z>] und i[p? <2>] =
p- ip,<e>] +ifp<e>d]-p = (V<ad) - p+p-(Va>d) = Z-p+p-3
berechnet man fiir den 4.Summanden:
1

—§{<:c>%(p - F)ia>[p?, <z>]<a>73 <z>"7 i[p?, <2>|(& .p)<x>;~} =
<@>7i(p-2)(& - p)<a>t +
<z>~1(z-p)’} =

O(l]™*) =

1

—L<a>3(p- 3)(3 - p)<a>?

<:1:>;'(p . 5)2<a:>‘%

—3{@ P +2@E e 8) + (p-8)")
—-27°+ O(|z[7?).

+ + + +

40



Damit ist Formel (7.4) bewiesen. -
(7.3), (7.4) und (3.17) implizieren
| FailH, F(y2 0)Fa =

FaF'3(7 2 v0) Far2=s(ilH, 4] — 29%) A= FarF'3 (v 2 1) Fa, (7.5)
wobei sich = mit (3.17) aus
FAF'%('}' > ¥0) Far Ox(lxl—z)FA'F%(ﬁ’ >v)Fa = O(lz]™?)

ergibt. Wir benutzen Formel (3.17) im Folgenden so oft, da8 wir es nicht
immer eigens erwahnen.
Farund F'(y > ) erfiillen (A.1') und es gilt:

1

= (0a(1+ |2P) 4 = (2 S2234F < <o>7a

™

|V<m>"2l'

Damit folgen mit Lemma A.4(ii) die Beziehungen

3
[Far,<2>78] = O(J2|72) (7.6)
und
1 1 -3
[F'2(v 2 %), <2>73] = Of[z]72). (7.7)
Als nachstes soll gezeigt werden, daf aus (7.5) folgt:

Fpi[H, F(y 2 v)]Fa =

FaggesF'5(v 2 o) Farli[H, 4] = 29v) Far F'* (v 2 70) 725 Fa (7.5 a)
Es ist mit (7.6) :

FAF" Fargdes(ilH, A - 29°) s FAF'TFs =
FaAF'? s Fu(i[H, Al - 29°) =< Far F'i Fa +

B4 vaS
.3
FAF'30(|2|™2)(i[H, A] - 29%)sg=s Far F't Fa
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Vom 2.Summanden ist zu zeigen, dafl er O(|z|~1~*) fiir ein € > 0 ist; nach
(3.17) muB nur iberpriift werden, ob

O(le|"%)(i[H, A] - 24°) s Far FFa = O(2|"3)%
[<2>2O(|e|~2)(i[ H, 4] - 29%) = FarF" FFa<e>3 ™8| < ooV¥B € [0,2].

Das aber folgt, wenn

<e>80([o|=2)<a>3~8]] [[<a> 214 (i[H, 4] — 24%)7es Farca>*9|
x||<z>"2*P fgh<a>?R|| ||<a> 2“"FA<9:>2 Al < o0

Der 1.Faktor ist nach Definition beschrankt; die Beschranktheit der letzten
beiden Faktoren folgt aus Lemma A.4(ii), z.B.:

[<e>= Faca>?™® < |[Fall + [<e>=24(Fy, <>*#]|| < oo,

Es bleibt der 2.Faktor:

(1.4)

3.4, ; -
<2>"2*2(i[H, 4] - 272)\/21‘5,75FA'<1’>2 A
<e> VB H, 5] + O (|| ) Far<a>?
Der Oy(|z|™2) -Term ist = <a>~'(<2>P0,(|z|~2)Far<a>*?) ; der [H,~]-
Term ergibt wegen (A.44a) ein ganz ahnliches Resultat.

Analog kommutiert man noch einmal auf der linken und noch

1
° ) <a:> . °
zweimal auf der rechten Seite, womit (7.5 a) bewiesen ist.

Aus Lemma A.5(i) ergibt sich unmittelbar
[F3(v 2 70), Farl = O(a|™). (7.8)
Da supp F'#(s > Y0) C [0 — &1, 70 + 8] ergibt der Spektralsatz mit ¢ :=
4]y0lé; :
Fi(y2 0V FHy 2 %) < FHy 2 %)@ + ) F3(y 2 %) ,(7.9)

weil (7o +61)% < 73 + 27061 + 67 < 48 + 3|70l61, denn es gilt & < |vo| nach

Voraussetzung.
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Allgemein gilt: _
A< Bund CeB(H) = C*AC<LC*BC, (7.9 a)

wie unmittelbar aus der Definition klar ist.
Also gilt

FA'FI%('YS + €)F'§I' FA' (7.8;,;7.9)
F'%FAJ(‘yg + e)FA'F'% + O(|=|™1),

FarF'742F'5 Fas
Flé- FAVY?FAIF'%‘

IN IA

daher:

Fpi[H, F(v 2 v0)]Fa >
Fagd=sF'vFal(i[H, A] — 243 ~ 2¢)FarF'? ===Fa ,

?>” ensteht dabei aus

FagzesO(lel ™) ydgs Fa = FaO(ls|")Fa = O(jal™?).

Wir schatzen nun Fari[H, A]Far nach (6.46) ab. Der Index N kann dabei
nach Wahl von A und A’ (s.0.) weggelassen werden und man erhilt:

FailH, F(y 2 70)]Fa >

Fagdes F's Fa(T (262 — €)ga — 298 — 26)FarF's Sd=<F,

Die ¢, sind dabei wie in (7.11) definiert (fiir Einzelheiten vgl. die Formu-

lierung von Thm. 6.1'). Als nachstes sollen g, A € Rf so gefunden werden,
dafBl gilt:

~
N’

Far(D (262 — €)pa — 293 — 2¢) Far
FAI(Z(Z‘C?X - 2/1‘)/3 - 2/\E)¢Q)FA1

T v

Fa(Y(562) + B +)Far € FalL(und + o)) Farss
(75 + €)FA'2 < BB+ (A=) Far(d. da)Far .
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Wegen (6.47): Far® < (1 +¢)Far(X ¢o)Far ist das der Fall, wenn:

(I+e)(R+e)<(B+)+(u-D)B+(A-3e) &
B+ < -8+ -3 &
0<(u=1-e)R+(A=2—c)

Wahle p := 1+ ¢, dann folgt A — % —e2>208)> %+6. (Die Wahl g =1
hat A > 42 — 2 — ¢ zur Folge - unpraktisch!)

- Insgesamt ergibt sich damit

FailH, F(y 2 v0)}Fa é

2FadsFiFa Y (k2= (1+e)3- (2 + £)e)paFarF' Z=<Fx (7.10)

offene a
mit

Po = Z JsF(|7al < 8a + 6)Fa(lpal = Ko) F (|76l < #a + 6)js (7.11)
a(S)=a .

( Einzelheiten iiber die verwendeten Operatoren findet man in der Formu-
lierung von Theorem 6.1. ) Aus der Definition von F(s < k, + §) (vgl.
Thm.6.1) folgt unmittelbar

F(s < fa+8) = 0 fiirs>x,+326. (7.12)
Wir wahlen 6 := 106;.

Um den Beweis von Proposition 7.2 abschliefen zu konnen, benstigen wir
Lemma 7.3 Se: f glatt und

suppf C {s||s — vl < 6} (7.13)

mit dem § aus (7.11) bzw. (7.12). Dann findel man zu jedem c; > 0 ein
(von &, abhingendes) O(|z|™) , so daf:

F(M)da 2 O(|2]7Y)  fir alle a mit [vo| > Ko + 26 (7.14)
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Bew. Zunachst beweisen wir: :
Fur das oben gegebene f und beliebiges ¢; > 0 gilt

fis 2 ij(A/a)f*'O(lxl—l)‘ (7.15)

wobel o(S) = « ist und O(|z[™!) von ¢, abhangt.

Um (7.15) zu zeigen, betrachten wir die Kommutatoren von F(v) mit den
Operatoren ¢¢(z*) und P¥, die die js aufbauen, niher. Wie wir bei der For-
mulierung von Thm. 6.1’ gesehen haben, ist ¢2(z?) homogen vom Grade 0
und supp ¢ C X°. Daher gilt |Véi(z®)| = O(|z|™}).

Da f glatt ist und (7.13) erfiillt, sind die Voraussetzungen von Lemma
A .4(3) erfillt, und wir erhalten

[F(7),85(z%)] = O(l=|™"). (7.16)
Weiter gilt

PYO(jz]Y) 2 O(l2]™), (7.17)

denn: PN = Yoy P#, P! = Tongt Pae, ) und P.O(|z|™1) 2 O(lz|™Y) .
Letzteres gilt, da (vgl. Lemma A.10(ii) ) fir alle 8 € [0, 2]: A

I<2> Po gO(|2|1)<2> || < C - ||<2>* P p<a>~7|| =

sup [[(¥g, <2>~P¢)<z>P93|| < oo VR € RY
lléll=1

und |[(Py = Pag)O(lz|™)|| S C - ||Pa - P, gll < &; fiir R(e,) groB genug.

Durch Zuriickfilhren von PY auf eine endliche Summe von P, ’s ergibt
(A.55a) sofort, daf§ fiir alle ¢; > 0 gilt

[PY, f(0] 2 Ofl=]™) . (7.18)

Sei 35 definiert durch js = ng,,. Setzt man dann in Formel (6.4), der
Definition von jg, ?i\:‘ = 1— PN, so wird Js zu einer endlichen Summe von
Termen, von denen jeder ein Produkt gewisser ¢¢ und PY ist.
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Sei also 3'5 =13 ondl. 35 und ein 35 =y - “ Uy Mit u, = ein gewisses ¢f
oder PN | dann gilt (unter Benutzung von (1 16) - (7.18) ):

[f(7)5 ]S] = Upc...v um—l[f(‘/)’ um] + [ (7)7 Ug *.ovo um—l]um
oy U1 O([2]™) + [F(9), w1 - o - U]t
2 Ozl ™)+ [f(M)wr e U]t =
= Oflz™)
Insgesamt also:
[F(),55] & O(lz|™). (7.19)
Lemma A.10(ii) besagt, daB fir alle &; > 0
FPa 2 Paf(va) + O(l2]™) - (7.20)

Damit folgt (7.15) (unter Benutzung von (7.20) und (7.19) ):
)

o fWis—isf() = f( JSP JSP f(v) =
Is(F(MPx = Puf(7a)) + [F(7):75]Pa
jsO(lz]"Y) + 0(!%1“)1’ = O(l=|™)

Mit diesem Zwischenergebnis soll nun (7.14) gezeigt werden:
(7.12) besagte: supp F(|s| < kq +8) C {3 |s| < &, + 26}; da wir nur o’s
betrachten mit |vo| > &, + 26 und nach (7.13) supp f C Uis(70) gilt, also
supp f(s) C {s| |s| > ks + 16}, ergibt sich

Fr)F([Hel <ka+8) = 0. (7.20 a)
Wir erhalten abschlieBend mit (7.11) fiir alle & mit |v| > &4 + 6 (unter
Benutzung von (7.20 a), (7.15) und (7.17) ):

fMea = 2 isf 70)F(|7a| < Ko +6) Fo F(|7a| < ka + 8)75
. a(S)=a

3 1F(1),JsIF(1al < Ka + 8) Fu F(|7a] < Ko + 6)j%

a(S)=a )
Z O(lz| ™) F(|¥al < o + §)FoF (|7al < 84 + 6)15
a(S)=a

O(l=|™)

+

«
e

™
o

O (Lemma 7.3)
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Sei nun «(¢) die Anzahl der Summanden auf der rechten Seite von (7.10);
#(e) ist endlich (vgl. Thm.6.1') . Wahle £; < ¢[10x(c)pmax x2]~! mit
einem gewissen p > 1. '

Es ist nun moglich, ein F(+y = v,) mit

supp Fi(v = %) C Urs(r0) = Usg (10) 5

gemaf (7.13) so zu wahlen, daf}

F(vy=7)Fi(y2%) = Fiv>%);  (7.20b)

denn es ist gleichzeitig erfillbar: supp F'zl(v > ) C Us (%) und F; = 1
auf supp F'7.

Offenbar ist

F'iFar 3 ()2 = (142 — (2 +)e)doaFaF's = (7.21 a)

a offen

F3Fa Y, (k2= +e)7 - (E+e)e)paFarF's + (T.21 b)
a offen

[vol<ra+26

FiFar 3 (B2 —(1+e)2 = +e))paFaFs  (7.21¢)
o offen

frol>ra+26

Aus der Symmetrie von (7.21 c) und der Positivitat der ¢, ergibt sich mit
der Regel (7.9 a) sofort, daB (7.21 c) ein negativer Operator ist, da alle
Koeffizienten der ¢, negativ sind. Wir wollen im nachsten Schritt (7.21 c)
durch etwas grofler Negatives nach unten abzuschatzen.

Aus (7.20 b) ergibt sich:

(1.21¢) =

FiFar Y (R =1+ — (2 +e)e)Fidoa FaF'F + (7.21 d)
o offen

Jo|>ra+26
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Fi[FL,Fa] Y (82 =+ = (E+e)e)doFaFs  (7.21 &)
o offen

l70[>ﬂa +26

Da Fy (7.13) erfiillt, folgt aus Lemma 7.3 Formel (7.14), d.h. 3C mit
IC|I < €1, so da8 F1(~/ = Y)¢a = O(|z|™!) + C. Da-nach Lemma A.5(i)
[F1, Fa'l = O(Jz|™!) und nach (7.17) O(|z|™')¢s 2 O(|z|™!) gilt, erhalten
wir aus (7.21 e) denselben Ausdruck wie aus (7.21 d) bis auf ein Far auf
der linken Seite. Das fehlende Fa: kann aber an spaterer Stelle jederzeit
aus dem linken, der Bequemlichkeit halber nicht mitgefiihrten F, heraus-
gezogen werden. Wir betrachten deshalb im Folgenden nur noch den Term
(7.21 d), in dem wir uns den Term (7.21 e) mitbehandelt vorstellen konnen.

Der O(|z|™") -Term aus (7.21 d) ergibt mit (3.17) ein O(|z|™!) ; es
bleibt der C-Term aus (7.21 d) zu untersuchen: Sei ||C|| < ¢, dann gilt
(die 2.Summe hat héchstens x(e) Summanden):

| 2 - +a9n -G +aellc]

a offen

[vo|>ra+26

Zl'ﬁ —(1+e)%8 = (3 +e)el ¢
10 e) lp max «2| = 10’

sofern

€2 — (1 + )% — (3 +e)e]

<l<&
lp max &

al
pmaxkl > |6 = (1+e)g — (2 +e)e] =|s2 -1 =G +ec+)el
= —(ni—v§)+(%+e+7§)e@
pmaxsl + &5 —-2>F+e+ e
(p—1)max &+ 2> 2+ «
(p— Dmax & > (2+73)e

wobex beim vorletzten Schritt die Voraussetzungen |y,|] < max#, und
€ < &6 < SI o benutzt wurden.
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‘Setze nun p := 3 + 4Z,:dann gilt (7.21 f), sofern ¢ < max 2. Das aber
ist richtig:
€ = 4|y|61 < & |70 To—-%h_oTD < 155 |70| D
)

100D max K, < max s e"moD <maxk,<D < maxk, v

Auf Grund der Symmetrie von (7.21 d) ergibt sich nun aus (7.21 f) mit
¢ = FaF'y, § € H:

(Y IR=-QQ+)n-E+e)e) C8,6) < (56,8) =

|‘70|a>°::l:l-26 .
(7.21d) > =5 F'TFpA2F'2
und damit:
(1.21a) > (7.21b) — SFTFAF'% + O(|2]™Y) (7.21)

Aus § =106, und §; < & 10+l7 D folgt 26 < ¢ 2 dist(|yol, ko) fir alle x, € Tg
und damit

70l < ke +28 & |%0] < #a (7.22)
Definiert man .
0 1= min. sy (82 — 73) | (7,23)
dann folgt
e< 8, (7.23a)
da
Lg 2V L Juin (55 —18) =55 min (ke = |%]) (ka + [0])

o
> tl7lD > 4[70151 , Wenn

iD >4 D<=

10 10+17 ] = 100
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Wir zeigen als Nachstes (beachte (7.22) ):
(7.21b) > 260F'%Fa( Y. ¢a)FaF'3 (7.24)

Dazu reicht es-aus, wenn fiir £, > |yo|: |
=1+ -G+ 2 e
2
30

-G+t >

1
(e<3)
>C@C+e+d)e € >02+47)e “zD)
%D > (2 + ")’02)4“}’0151 & 4 < —.12l1‘70| 2_*_1‘_/0 D

was nach Voraussetzung erfiillt ist.

Ganz analog zu den ﬁberlegungen, mit denen wir die Formel (7.21) mit

Hilfe von Lemma 7.3 erhalten haben, schatzen wir nun die rechte Seite von
(7.24) ab:

1F7Fn Y, ¢uFarF't = IF3FA Y 6 FaF't

a offen a offen
l'/0l<f€a
9 1 L
—3FFArY  aoken Qo FarF': (7.24a)
lvo|>ra+26

(7.24 a) wird entsprechend (7.21 c) behandelt; es entstehen wiederum zwei

O(|z|™!) -Terme, einer aus dem Kommutator-Term von Fi(y = vo) mit Far,

und einer aus dem Ergebnis der Anwendung von Lemma 7.3 auf Fi¢,.
Ebenso bleiben zwei gleichartige C-Terme iibrig, die wir auf Grund

derselben Uberlegung wie bei (7.21 c) zu einem einzigen zusammenfassen

konnen.

Man rechnet dann fir ||C]| < e;:

2 2p -1 .2y—1 d £ =
> ¥a <305p(maxal)t < max ez 10 S 16
“ a

o offen

l“/o|>na 428

da § = min.,spy| (2 —93) < min,, 5}y 2 < max 2. Damit ergibt sich:

(7.248) > —SF'IFA°F'7  also
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SFRFA( Y $)FarF's 2 RFUFA( Y $u)Fak't
o offen « offen
I70‘<Na

| —2F'TFARF' 4+ 0(ja]™) (7.24 b)
Formel (6.47) ergibt noch: |
Far 3 ¢oFar > Fal(14¢)t > Fal(l—e),  (7.24¢)

a offen

da(l+e)t'>1—-¢c & >0

Nun kann das Ergebnis der Kanalanalyse zusammengesetzt werden:

(7.21)
FiFa ¥ (82— 1+ )7 — (G +e)e)pu FaFt >
a offen
F'7Fy, S (2= +e)1E = (2 +e)e)paFarF't
I‘Yorso"f::*'%
' L (7.24)
~HFT R’ P 4+ 0(la]) >
2 0l 1 ! S (7.24b),(7.24¢)
20F'2Far Y, ¢uFarF't — SF'TFAPF'7 + Of|2]™Y) >
‘ |‘70?g:‘a
20(1 — ) F'T Fa? F's — 2F'5 FA2F'T + O(|z)™) >
SFHFARF'T 4+ O(jo[™) + |, da
. (e<%9)
W(1l-c)—2e=20-20c~ 2 >
G-sm-w)f =" =550 > ¢§.

Damit wird aus (7.10) (unter Benutzung von (7.6) und (7.7) ):

FAilH,F|Fs > 0FamdesF'tFA?F' Z<Fy

v<z> z
= HFA\/%;FI(')’ 2> YO)R%;FA
O (Prop. 7.2)
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Proposition 7.2 machte an v, die Einschrankung 4, < maxk,. Wir
mussen deshalb auch noch Funktionen von ¥ untersuchen, deren Trager
auBerhalb einer kleinen Umgebung von [— max k,, max«,] liegen.

Seifir R € Rt : xg:R—[0,1] eine glatte Abschneidefunktion , d.h.

xr(s) = { {Z{ ; 2RR ; sei ferner F'(s > M) so beschaffen, wie in der
Definition vor Prop.7.2 angegeben, und sei ¢g(s) := f[; Fr(s)ds mit

Fp(s) := xr(s)F(s > M).

Proposition 7.5a Sei £ ¢ (T(H)UoPP(H)) ; set ferner R, 6, 5 > 0
und M := MaXq ofen Ka + o + 6;. Dann existiert ein kleines Inlervall
A3 FE, so daf:

FA'L[H ¢R(7)]FA > FA\/—FR( )7=FA (7.27&)

Bew. Man schheﬁt zunachst wie im Beweis von Proposition 7.2 mit F 5 an
Stelle von F'z die Giiltigkeit der Formelz (7.6) - (7.8) und damit:

Faill, $a(1)]Fa =
L . L .
FAJ<1:1:_>F§(7)FA'(Z[Hx A] - 272)FA'F13 (’Y)ﬁFA 2>
3 L
FAT%:;;F}%FA'( > (262 —€)¢o — 8RY)FarF2 7<1==FA >

« offen
-'FA\/='FRFA'( > (< _2(1+€)R2—€)¢a)FA'FR\/="FA >
a offen
KFaggsFiFa( Y ¢Q)FA-FRf-FA,
a offen

wobei sich die erste Gleichung aus (A.49) und (7.4) ergibt;
der zweite Schritt aus (6.46) und

Fi(v) ¥ FE(v) < Fi(v)4R! Fi(3); (7.9a)
der dritte Schritt aus der folgenden Bestimmungégleichung fir u, A € RY :

0< (e —4(1+e)R*+(A=2)c und p:=4(1+¢), A\:=2;
der letzte Schritt aus 2 ~2(1 +¢)R? — e > min&2 — 2(1 +¢)R? — ¢ und
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K :=2(min &2 — 2(1 + ¢)R? — ¢).

1 auf supp F;( )

0 auf R\ U, 2(supp FR( ))
und sei § := keo ; dann gilt analog zu Lemma 7.3 wegen Fi(s) € C°(R)

und supp Fi(s) N supp F(|s| < ka +68) =0 fiir alle offenen o
Fi(m)¢a = O(l2|™). : (7.14a)

Sei nun Fi(s) glatt mit Fy(s) = {

~ Wir berechnen mit diesem Ergebnis:
(6.47)

(1:t€)FA7==FRFAI FRF A =
FAWSFRFA'( Z ¢a FA'Fﬁ‘ﬁFAz

a offen

FAﬁFRFA' 2 (F1¢a)FA'FR 7==“FA. +

a offen

Fagdes FALFL, Fal( Y $a)FarFi 7desFa

«a offen -

Fir ein C mit {|C|| < & ist der erste Summand gleich

FA\/Z_B'FRFA'( (I.’Bl—l) + C)FA'FE_\/ZL_QT";FA %
1
4 Fades Fi P Fh des Fa+ O(J2l™)

Der zweite Summand ist unter Benutzung von (7.8) fiir Fy(v), (7.11) und
(7.17) gleich

L L

FA\/Q%;FI% (O([a:l'l) + C)FA'FJ% JZ%E?FA %
L L

:F%LFA——Q—;; FiF5\Fg _—’Z—$la: Fa+0(z|™%) =

' L 1

FRFAPFg og=sFa + O(|z|™%),

F3Fazrs
wobel im letzten Schritt Fp = FaFar, (7.6) und (7.7) verwendet wurde.

Wir konnen daher beide Summanden zusammenfassen und erhalten

L L
((1 is)igl)FA‘ﬁFéFA’zFﬁ\/z%;FA 2 O(](I}]—z)
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¢
L

fiur beliebig kleines ¢ und ¢, also:

L L
FaggsFEiFalFi7i=Fa = O(lz|™). (7.28)

Da die behauptete Ungleichung (7.27a) kurzreichweitige Storterme zulafit,
konnen wir schlieflen (beachte K < 0):

L 3 l_ -l_
Pl a0 Fa 3 KFagesFAFs( S 6)FaFlzssTs
a offen
(6.47) . L %_ . % .

"2 o(al)

folglich:

FailH,¢p(7)]Fa > 0

Zusammen mit

- (7.6),(7.8) _
(7.28) "= Fagzz=sFr(7)7ssFa = O(z|™?)
ergibt sich dann die Behauptung.

O (Prop.7.5a)

Bem. Betrachtet man von vornherein F(y > M), wie es Sigal und Soffer
tun, dann folgt mit (A.49a),(A.44a) und (3.17) auf simple Weise

FpilH,dp(Y)|Fa = FaF(y > M)Fai i[H,7]|Fa
= O(lz|™),

wobei ¢(s) = f; F(s> M)ds .

Das aber ist zuwenig; man braucht einen starkeren Abfall und muf
deshalb [H,+] nach Formel (7.4) ersetzen. Dann aber versagt sowohl die
Abschatzung von v durch eine Zahl (vgl.(7.9) ), als auch das Argument aus
Lemma 7.3 (wegen Lemma A.10) .
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Bew. Thm. 7.la Lemma 3.4 zeigt die Giiltigkeit einer Abschitzung
des Typs (7.1) fiir die Funktionen F'(y > 4,) aus Prop. 7.2 und Fg(7) aus
Prop. 7.5a ; dazu eine kleine Konkordanz der Bezeichnungen:

Lemma34| F | F  |Ps| F | (38 |(3.10)
Prop. 7.2 | F(v > %) | F'(v > %) O(lzl) | (7.2) | (7.1)
Prop. 7.5a dr(7y) Fr(vy) Fa | O(Jz|™¢) | (7.272) | (7.1)

F(y > ) und ¢g(y) sind beschrankt (also erst recht H"-beschrankt) und
O(|z|~) erfiillt (3.9) fiir alle € > 0 nach Bemerkung 3.5 (siehe [SS]).

Es ist nun noch zu zeigen, daf (7.1) tatsachlich fir jede in Theorem 7.1a
vorgegebene Funktion F(s) erfillt ist.

Sei dazu gy > 0  beliebig und R\ U,(Xg); da T :=
T N [~ max x,, max &,] kompakt ist,-1aft smh immer eine endliche Menge
M C T’ finden, so dal U,,ecum Us, (70) eine Uberdeckung von T" ist. Ebenso
laBt sich errelchen , daBB ¥, em F'(7 2 70) eine glatte Funktion mit Trager
T' fiir geeignet gewahlte F(y > o) ist. Nun wahlt man Fg(s) aus Prop.
7.5a noch so, da8 supp Fr(s) = [max &, + €9, 2R] ist. Dann gilt (7.1) fiir
alle F'(y > %) mit vy € M und Fg(v), und (per Dreiecksungleichung)
auch fir Fo(s) := Fr(v) + X.,em F'(v > %), wobei Fy glatt, beschrankt
und mit Trager TN [—2R,2R] ist. Insbesondere kann F; so gewahlt wer-
den, da8 Fy > C > 0 ist fur alle s mit dist(s, £g) > 250 und |s| < R.

Ist nun F(s) eine beliebige in Theorem 7.1a zugelassene Funktion mit

dist(supp F, L) =: 2¢q und supp F C [—R, R], dann existiert ein stetiges
beschranktes g(s) mit F(s) = g(s) - Fo(s); also:

[P Zasediar < ol [ 1) sl
< Cllf

O (Thm. T.1a)
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