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Denn wahrhaftig steckt die
Kunst in der Natur. Wer sie
herausreiflen kann, der hat sie.

ALBRECHT DURER (1564-1642)

Kapitel 1

Einleitung

In den letzten dreiflig Jahren wurde eine Reihe von thermodynamischen Modellen entwickelt,
welche die Entstehung von Phasen und den zeitlichen Wandel von Phasengrenzen beschreiben.
Hier sind als wichtige Vertreter die Cahn—Hilliard-Gleichung [5] zu nennen, die urspriinglich die
Entmischung einer zweikomponentigen Legierung beschreibt, die unter eine kritische Temperatur
hinweg abgekiihlt wird; die Allen—Cahn—Gleichung [1], bei der die Masse der Komponenten keine
Erhaltungsgrofe ist, und die Phasenfeldgleichung [11], wo eine Allen-Cahn—Gleichung mit ei-
ner Warmeleitungsgleichung gekoppelt wird zur Beschreibung von temperaturbeeinflufiten Pha-
senénderungen. Anwendungen finden sich etwa in der Metallurgie oder der Werkstofforschung,
z.B. bei der Beschreibung von Kristallwachstum (i.b. Siliziumkristalle fiir Sonnenkollektoren und
zur Chipproduktion) und der Untersuchung von Supraleitern vom Typ II.

Alle diese Gleichungen waren und sind Gegenstand ausgiebiger theoretischer und numerischer
Untersuchungen. Sie wurden auf Mehrphasensysteme erweitert und Anisotropien beriicksichtigt.
Thnen gemein ist, daf sie mit Hilfe thermodynamischer Zustandsgréfien wie der Freien Energie
eine makroskopische Beschreibung des Systemverhaltens liefern, ohne genaue Details auf der
mikroskopischen Ebene zu erfordern. Aulerdem beschreiben alle diese Gleichungen physikalische
Systeme, die sich dynamisch im Ruhezustand befinden, d.h. bei denen keine Konvektion auftritt
bzw. deren Auswirkung auf die thermodynamische Beschreibung vernachléssigt wird.

Auf der anderen Seite werden seit geraumer Zeit die Navier—Stokes—Gleichungen zur Beschrei-
bung von stromenden Fluiden verwandt. Dies ist die allgemeinste Formulierung, sie beinhaltet
auch die Eulergleichungen der Gasdynamik. Stromungen in porésen Medien wollen wir aus-
klammern. Erfafit werden als relevante Parameter einer Stromung Groflien wie Druck, Dichte,
Temperatur und Geschwindigkeitsfeld. Auch hier ist die praktische Bedeutung auflerordentlich
grof}. Anwendungen finden sich iiberall dort, wo Gas— oder Fliissigkeitsstromungen berechnet
werden miissen, z.B. beim Entwurf neuer Flugzeuge, der computerunterstiitzten Entwicklung
von Raketenmotoren oder der Wettervorhersage. Auch gekoppelt mit anderen Gleichungen z.B.
zur Beschreibung von Sedimenttransport in Stromungen zeigen die Navier—Stokes—Gleichungen
ihre Bedeutung.

In den Navier—Stokes—Gleichungen ist aber die Entstehung und die Verinderung von Phasen-
grenzen nicht enthalten, die in einer Reihe von praxisbezogenen Fillen relevant sind. Es ist
wiinschenswert und eine logische Weiterentwicklung der Theorie, da man beide genannten
Ansitze zusammenfiihren und Phasenentstehung und -wanderung in einem der Konvektion un-
terworfenen System beschreiben mochte. Zu diesem Ziel soll die vorliegende Arbeit fiir den Fall
von zwei Phasen einen ersten Beitrag leisten. In [9] wurde bereits ein Ansatz beschrieben, der die
inkompressiblen Navier—Stokes—Gleichungen mit der Cahn—Hilliard—Gleichung zusammenfiihrt.
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In der Physik gibt es eine grofie Zahl von Fillen, in denen Zweiphasenphinomene in bewegten
Systemen auftreten. Eine Systematisierung findet sich in [14]. Daher wird eine Auswahl und
Finschriankung notwendig.

Beispiele fiir Phasenflul sind der Schadstofftransport in porésen Medien oder ionisiertes Fluid.
Die Bandbreite der Moglichkeiten zeigt der extreme Fall des Systems Feststoffphase—Gasphase
bei einem wieder in die Erdatmosphére eintretenden Raumschiff auf. Hier kommt es wegen der
hohen Geschwindigkeit des Gases (in Bezug zur Rakete) zu einer starken Erwérmung des Fest-
stoffes, der an seiner Oberfliche schmilzt und eine fliissige Grenzschicht ausbildet. Durch die
Verdichtung des Gases bildet sich aber auch in der Nihe der Feststoffoberfliche eine Gasgrenz-
schicht aus.

Solch komplizierte Fille wollen wir hier nicht behandeln. In dieser Arbeit beschéftigen wir uns
ausschliefllich mit Fliissigkeits—Gas—Systemen. Wir nehmen an, daf§ im System keine chemischen
Reaktionen stattfinden und keine elektrostatischen oder magnetischen Krifte wirken.

Eine mogliche Anwendung des hier vorgestellten Modells ist die Kavitation, die bei Maschinen
mit hohen Stromungsgeschwindigkeiten wie Wasserturbinen oder Schiffsschrauben gefiirchtet ist.
An Stellen starker Stromung wird der Druck so klein, dafl dort die Fliissigkeit verdampft. Die
entstehenden Gasblasen werden von der Stromung umschlossen mitgetragen; sie zerfallen spéter
unter horbarem Knall. Mechanische Bauteile werden so starker Belastung ausgesetzt und auf
Dauer beschédigt.

Der verwendete Algorithmus ist fiir zwei Raumdimensionen geschrieben. Als typischen Fall fiir
die Anwendung betrachten wir im numerischen Teil einen Kanal, in dem eine Strémung von
links (Einstromrand) nach rechts (Ausstromrand) fliefit.

feste Wand

feste Wand

Abbildung 1.2: Betrachtete physikalische Situation

Der obere und untere Rand seien undurchlissig. Die Werte der physikalisch relevanten Groéflen
am FEinstromrand seien vorgegeben. Die Fliissigkeit soll mikroskopisch gelost Gasmolekiile
mitfithren, die unter bestimmten Umstinden, etwa Erwdrmung des Fluids oder Druckénde-
rung in der Strémung, Gasblasen bilden. Die Ausbildung der Phasen im Fluid, deren Transport
sowie die Auswirkung der entstehenden Blasen auf die Stromung wollen wir beschreiben.

Unser Modell ist ein den kompressiblen Navier—Stokes—Gleichungen verwandtes System, bei
dem die Beschreibung der vorherrschenden Phase durch einen Phasenparameter y iibernom-
men wird, dessen Anderung eine modifizierte Allen-Cahn-Gleichung steuert. Wir verwenden
die kompressiblen Navier—Stokes—Gleichungen, dessen Dichte in unserem Modell eine gemittelte
Grofe darstellt. Dies wird im folgenden Kapitel klar werden.



Die Gliederung der Arbeit ist die folgende: In Kapitel 2 geben wir die mathematische Formu-
lierung der Gleichungen an, erkliren den Ansatz, bestimmen den Typ des Systems und geben
eine Entdimensionalisierung an. Dort weisen wir auch die Giiltigkeit des 2. Hauptsatzes der
Thermodynamik fiir unser System nach.

In Kapitel 3 weisen wir die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung des von uns untersuchten
Systems fiir kleine Zeiten und hinreichend glatte Daten nach.

In Kapitel 4 erkléren wir prinzipiell die von uns verwendete Methode zur numerischen Lésung des
untersuchten Systems. Dabei wurden wesentliche Teile von einem am Institut fiir Angewandte
Mathematik der Universitét Freiburg entwickelten numerischen Verfahren zur Losung der kom-
pressiblen Navier—Stokes—Gleichungen {ibernommen und fiir das untersuchte Gleichungssystem
modifiziert.

Die Ergebnisse einiger numerischer Simulationen présentieren wir in Kapitel 5. Im Anhang finden
sich verwendete Beziehungen der Thermodynamik sowie ein Abschnitt mit einem Vergleich mit
anderen Modellen zur Beschreibung von Zweistoffsystemen. Wir beschlieflen die Arbeit mit einem
Ausblick und einer kritischen Wiirdigung der prasentierten Ergebnisse.



Kapitel 2

Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel leiten wir die Gleichungen her, welche wir zur Beschreibung der Entstehung
und des Wandels von Phasen in einem dynamischen System unter Beriicksichtigung von Dich-
te und Temperatur heranziehen wollen. Das Gleichungssystem bildet die Grundlage fiir alles
Folgende.

Zunichst beginnen wir jedoch mit einer Einfithrung in die Idee des Ansatzes und die physi-
kalischen Beziehungen. Es folgt ein Paragraph mit den verwendeten Notationen und einigen
Definitionen.

Nach der Prisentation des Gleichungssystems geben wir eine Begriindung fiir den im Spannungs-
tensor neu auftretenden Term. Dann bestimmen wir im 6. Abschnitt den Typ des untersuchten
Gleichungssystems. Das wesentliche Ergebnis des nachfolgenden Abschnitts sind moégliche Zu-
standsgleichungen des Systems, d.h. funktionale Beziehungen zwischen Druck p, Temperatur
T und Dichte. Diese dienen einerseits der Berechnung von p und 7" aus den Unbekannten des
Systems, andererseits der Festlegung der Nichtlinearitét in der Gleichung des Phasenparameters.

Es folgt die fiir die Numerik wichtige Entdimensionalisierung der Gleichungen.

Im 9. Abschnitt fassen wir alle Annahmen bzw. gemachten physikalischen Voraussetzungen
zusammen, die fiir die Korrektheit unserer Formulierung notwendig sind.

Im letzten Abschnitt beweisen wir die Existenz eines Lyapunov—Funktionals und zeigen so die
thermodynamische Korrektheit des Ansatzes.

2.1 Einfiihrung

Es sei Q C Bd, 1 < d < 3 ein beschrinktes Gebiet, d.E.h. polygonal berandet. Fiir die Endzeit
D > 0 bezeichne Qp den Zylinder 2 x (0, D).

Zur Beschreibung des Stromungsverhaltens eines Zweiphasenflusses modifizieren wir die Navier—
Stokes—Gleichungen fiir ein kompressibles Fluid, da wir zunéchst die gemittelte Dichte nicht als
Konstante vorschreiben wollen. Das mathematische System, welches wir nachfolgend vorstellen
wollen, besitzt nur eine Variable fiir Dichte, Energie und Geschwindigkeitsfeld:

0:Qp — IRT : Dichte,
v:Qp — R :  Geschwindigkeitsvektor,
e:Qp — RY :  Gesamtenergie des Systems.
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o und e fassen wir dabei als gemittelte Groflen auf. Die Berechnung der relevanten Gréflen der
Teilsysteme wie etwa der Einzeldichten o1 und gy aus den Variablen des Systems erkldren wir
im folgenden Abschnitt.

Teilweise erfordert diese Betrachtungsweise mit einer Systemvariablen einschrankende Annah-
men, die wir in Abschnitt 2.9 zusammenstellen.

Daneben verwenden wir die Grofien

T:Qp — R"™ : absolute Temperatur,

p:Qp — IRY : Druck,

cp: Qp — RY : Wirmekapazitét bei konstantem Druck,
cy : Qp — IRT : Wirmekapazitiit bei konstantem Volumen

und nehmen an, daf} sie bekannte Funktionen von p, e und der unten eingefiihrten Funktion x
sind (die genaue funktionale Abhéngigkeit und die dazu angenommenen physikalischen Eigen-
schaften finden sich im 7. Abschnitt).

Neu zu den sich aus den Navier—Stokes—Gleichungen ergebenden Unbekannten fithren wir als
zusétzliche Systemgrofle ein:

X : Qp — [0,1] : Phasenparameter, bestimmt die vorherrschende Phase.

Innere Energiedichte £ und Entropiedichte S des Gesamtsystems betrachten wir als Konvex-
kombination der Werte der einzelnen Phasen, also z.B.

E = xE; + (1 - x)Es. (2.1)

Den Phasenparameter y steuert eine von der Allen—-Cahn—Gleichung abgeleitete Beziehung. Fiir
eine vorgegebene Anfangswertefunktion yo und geg. 4 > 0 lautet sie urspriinglich:

hx = —J(x)+d6Ax in Q,

X(ao) = Xo in Qa
Onx = 0 auf 0.

Dabel ist im einfachsten Fall )

J00) = 5 (@ =x)”

Spéter werden wir einen Transportterm und einen Vorfaktor hinzufiigen, J = J(p, x,T) setzen
und den Oberflichendiffusionsterm d Ay ersetzen durch é div(dp V).

Wir fassen kurz wesentliche bekannte Eigenschaften der Allen—-Cahn—Gleichung zusammen:

Im Gegensatz zur Cahn—Hilliard—Gleichung ist x kein erhaltener Ordnungsparameter (so kénnen
Phasen wachsen oder verschwinden). § > 0 ist eine kleine Konstante, /8 beschreibt die Dicke
der Grenzschicht. Grenzschichten in der Natur haben typischerweise eine Dicke von einigen
Amstrong (1rRA= 1071%m). Dieser Wert kann in den numerischen Berechnungen der Allen—
Cahn—Gleichung aus Stabilitétsgriinden nicht erreicht werden (der Term 0Ax regularisiert die
Gleichung). Das Ergebnis ist aber dennoch qualitativ aussagekriftig, siehe [4].

Das Verhalten der Losung der Allen—Cahn—Gleichung ist wohlbekannt: Zur Startzeit sei y etwa
gegeben als zufillige, kleine Storung eines konstanten Wertes. Da Vy und § klein sind, bestimmt
also zunéichst —J'(x) den Wert von 9y, und x strebt gegen eines der Minima 1 oder 0 von J. Es
bilden sich somit Phasen und Grenzschichten aus. Fiir die minimalen Werte 1 und 0 verschwindet
J'(x), wihrend in der schmalen Grenzschicht Vy grof wird, also § Ay fiir die Anderung von d;x
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entscheidend wird. Die Grenzschicht dndert sich also langsam entsprechend dem Flufl 6V, was
als ,surface diffusion“ bezeichnet wird. Fiir § — 0 gilt fiir die Geschwindigkeit der Grenzschicht
v = ¢k, wobei £ die mittlere Kriimmung der Grenzschicht ist (,mean curvature flow*). Fiir die
Allen—-Cahn—Gleichung gilt ein parabolisches Maximumprinzip, siehe etwa [16, Kap.3, Theorem
12], so daBl 0 < x < 1 gilt, falls die Anfangs— und Randwerte dieser Bedingung auch geniigen.
Schlieflich ist

0
E(x) = / (J(X)+ 3 !VXIQ)
Q
ein Lyapunovfunktional der Gleichung:

KE(x) = (J'(x)0ex + 0V X - V(dix))

(J'(x) = 62x) Brx

- _/yathQ <o. (2.2)
Q

Der bei der partiellen Integration entstehende Term verschwindet, da fiir y Neumann—-Randwerte
vorausgesetzt wurden.

2.2 Notationen und Gewichtungsfunktionen

An dieser Stelle sei auf die Abschnitte A.1 bis A.3 im Anhang verwiesen. Dort sind alle in dieser
Arbeit verwendeten Funktionenrdume, Differentialoperatoren und thermodynamischen Notatio-
nen zusammengestellt. Die dort formulierten Beziehungen sind grundlegend und finden sich in
vielen Biichern. Nachfolgend wird der Inhalt dieser Abschnitte als bekannt vorausgesetzt. Zur
Notation der thermodynamischen Gréflen ist zu beachten, daffi GroBbuchstaben bei uns immer
die Dichtewerte bezeichnen, Kleinbuchstaben den mit der Dichte multiplizierten Ausdruck, so
etwa S die Entropiedichte, s = oS.

Es bezeichne 7 die duflere Normale an 9€2. Der Einstromrand Ry ist bei gegebenem Geschwin-
digkeitsfeld v durch

Rp:={z € dQ|v(z)-ii(x) <0}

definiert und der Ausstromrand entsprechend durch

Ro :={x € 9Q | v(x) - fi(x) > 0}.

Vorgegebene Parameter unseres Problems sind

>0 : Viskosititskoeffizient (hier konstant),

v : Viskositétskoeffizient (hier konstant), v > —% pfird=3,v>—pu fird =2,
L : Wirmeleitfihigkeit des Fluids (ein Wert fiir beide Phasen),

d >0 : Diffusionskoeffizient, bestimmt die Grenzschichtdicke (6 < 1),

€ >0 : Skalierungsfaktor fiir die substantielle Ableitung der Allen—Cahn—Gleichung.

Weiter verwenden wir die Definitionen (d;; sei das Kroneckerdelta)
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7 (v) := p(0vj + 0jv;) + vdive 6;; : Viskositdts-Spannungstensor,

Lij =15 —p b5 : urspriinglicher Tensor der Impuls— und Energiegleichung,
(:=60T Vx® Vx : zusétzlicher Term im Spannungstensor,

fij = Tij — P 6ij — Cij : modifizierter Spannungstensor,

eV : spez. Warmekapazitét bei konstantem Volumen, ¢ = 1, 2,
Cp,i : spez. Warmekapazitiat bei konstantem Druck, i = 1,2,

Vi = % : Adiabatenexponent fiir Phase ¢, i = 1, 2,

R = 8.13451 4+ 0.00007[J K ~'mol™!] : Gaskonstante.

Fiir d = 2 schlieflen wir v = —p aus, da fiir den Beweis des lokalen Existenzsatzes A := p+v > 0
benotigt wird. v > —2/3 u ergibt sich aus thermodynamischen Uberlegungen, siche 2.10.

Neben den bereits in Abschnitt 1 angegebenen Variablen des Gleichungssystems benttigen wir
auBerdem Gewichtungsfunktionen, die festlegen, wie sich die Systemgréfien aus den entspre-
chenden der einzelnen Phasen zusammensetzen. Die Wahl dieser Gewichtungsfunktionen ist von
entscheidender Bedeutung fiir das spéter vorgestellte Gleichungssystem (2.20).

Fiir ihre Definition betrachten wir ein Volumen V'; ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen,
dafl die Gesamtmasse in V' den Wert Eins annimmt. V ist also das spezifische Volumen, es gilt
V = 1. Fiir den Augenblick wollen wir mit M; den Massenanteil der i-ten Phase in V bezeichnen.
Wir definieren:

% Spezifisches Volumen, d.h. die Gesamtmasse ist Eins in V,
Vi Spezifisches Volumen der i—ten Phase, d.h. es gilt M; =1 in V;,
W, Volumenanteil der i—ten Phase in V', es gilt 0 < ; <1,
0i =i/ V; Spezifische Dichte der i—ten Phase; es gilt o1 + 02 = 0=1/V,
0; ist der Massenanteil der i—ten Phase pro V,
Xi = % Dichtequotient, Massenanteil der i—ten Phase in V' und Phasenparameter.

Tabelle 2.1: Definition der Gewichtungsfunktionen x;, o; und 1;

Wir verwenden x und x; synonym und schreiben oft (1 — x) fiir xo.

Abbildung 2.1: Spezifisches Volumen V

Abbildung 2.1 zeigt das spezifische Volumen V', in dem die beiden Phasen Volumina V; einnehmen
mogen. Sei meas das d—dimensionale Lebesgue-Mafl. Beide Phasen seien inkompressibel. Daher
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gilt V; = ]\‘Z[Z und meas(f/l-) < meas(V;) wegen M; < 1. Auflerdem ist ¢); = % = M; Y also

i 7
M; 1
Qi:77 Zi:Qi:V:Q
wie in der Definition oben behauptet.

Ferner bemerken wir
Xi = CLaE
doaVi = Y =1
7

Aufgrund von (2.3) ist die Notation M; iiberfliissig.

Wie inzwischen klar sein sollte, sind die Gréfien g1 und g9 keine Variablen des Gleichungssystems.
Definitionsgeméf haben wir

o = ox (2.4)
02 = o(1l—x).

Fiir die Energiedichte des Systems machen wir entsprechend (2.1) den Ansatz

1
E= XlEpot,l + XQEpot,Q + 5 |'U|2- (26)
FE setzt sich also zusammen aus der kinetischen Energie %]v|2 und, gewichtet mit dem jeweiligen
Massenanteil, der Summe aus den potentiellen Energien der beiden Phasen.

Die Wahl der Gewichtungsfunktionen und Aufspaltung (2.6) ergeben ferner ganz kanonisch

€pot = QEpot
= o(x1Epot,1 + x2Epot,2)
= 01Epot,1 + 02Fpot,2
= €pot,1 T €pot,2- (2.7)

Es sei aber schon hier darauf hingewiesen, dafl depot # T' ds — p dV. Wie (2.71) zeigt, ist
depot =T d(s+ 5) + [xG1 + (1 — x)G2] do+ o(G1 — G2) dx.

Fiir die Entropie ohne Mischungsentropieterme gilt genauso (vgl. mit (2.7)):

s = 81+ 82
= 0151 + 025. (2.8)

Die Groflen g, o; und x; bestimmen also wie gerade in (2.6), (2.7) und (2.8) dargelegt, wie
sich aus den Werten S; und FE; der einzelnen Phasen die Werte S bzw. E des Gesamtsystems
berechnen. Daher bezeichnen wir sie im Text als Gewichtungsfunktionen.

Bei der Freien Energie f, der Gibbschen Energie g und den Dichten F' und G tritt noch ei-

ne zusétzliche Mischungsentropie § auf. Daher berechnen wir deren Differentiale im n#chsten
Abschnitt 2.3.

Die Wahl der Gewichtungsfunktionen steht logisch in engem Zusammenhang mit der physikali-
schen Bedeutung von x. Auch andere Interpretationen waren zunéchst denkbar. Welche Wahl
korrekt und physikalisch sinnvoll ist, ist letztlich nur {iber die thermodynamische Validierung in
Abschnitt 2.10 zu entscheiden. Wir werden dort sowie in Abschnitt B.2 auf diesen Sachverhalt
noch eingehen.
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2.3 Mischungsentropie

Um die Bildung von Phasen zu gewihrleisten, wird von der Entropiedichte der Term

S:=W(x)+ g |Vx|? (2.9)
abgezogen, mit .
W) = 5 x(1 =) (2.10)

Das negative Vorzeichen von S in der Entropie wird klar, wenn man das Problem
1)
§=x81+(1-x)8 = W) - 5 [VxI* = max

betrachtet. Der Term —W (x) wird maximal, wenn x in die Minima von W wandert, also die
Werte x = 0 oder xy = 1 annimmt. —S treibt daher die Phasenbildung an.

Wir vereinbaren 3 = ¢S. Gleichung (2.8) geht iiber in
5§ =81+ 89 — 5. (2.11)

Wie aus der untenstehenden Definition von f analog (A.7) folgt, gilt auch fiir unser System die

Beziehung
f)] _ _ Epot
T [8T (T LT (2.12)

Wegen (2.12) und f = epot — I's tauchen die Mischungsentropieterme in epo nicht auf, wohl
aber mit dem Faktor —7 in der Freien Energie f. Eine identische Uberlegung zeigt, dal T3
in der Gibbschen Energie g zusitzlich auftritt. Diese Uberlegungen fithren zu (2.7) sowie den
Definitionen

F = XF1+(1—X)F2+T,§,
G = xGi+(1—x)Ga+TS.

Es folgen kanonisch die Definitionen fiir f und g¢:

f = oFi+0F+Ts

= epot — I's
g = 01G1+ 0G24+ T5
= epot — I's +p.

Wir berechnen nun nachfolgend die Differentiale der gerade definierten Groflen. Wir nehmen
dabei T1 = T> =T und p; = p2 = p an. Mehr dazu im folgenden Abschnitt.

Fiir die Freie Energie gilt:
F,=E; -T5,

also (dE; =T dS; — p dV;)
dFl = —pP d‘/; - Sl dT.

Damit erhalten wir
dF = d(xFi + (1 —x)F) +d(TS) = x dFy + (1 — x) dFy + (F| — Fy) dx + d(TS)

(F1 — Fy) dx — (xS1+ (1 = X)S2 — 8) dT — p(x dVi + (1 — x) dV2) + T dS
= —SdT —pdV + (Fy — F, + T, S) dx. (2.13)
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Entsprechend gilt

df = d(o1F1 + 02F%) + d(T'5)
= Y (0i dF; + Fi do;) + T d5 + 5 dT

1

= —(s1+s2—35)dl'+T ds—p(o1 dV1 + 02 dV2)+ZFz‘ do;
_ —sdT+Td§+§dg+ZE doi.

Wegen
1
dx:d(gl) :_% do+ — doy
0 Y 0
und einer entsprechenden Beziehung fiir d(1 — x) gilt

do1 = odx+ xdo,
doo = —odx+(1-x)do.

Damit erhalten wir fiir die Berechnung von df:

df = |xFi+(1—x)F+ g do — s dT + [o(Fy — Fy) + T3] dx
= [xG1+ (1= x)G2] do— s dT + [o(F1 — F») + T3] dx. (2.14)

Fiir die Gibbsche Energie G haben wir:
Gi = E; = TS; + pVi,

also
dG; = —=S; dT' + V; dp.

Daher ist
dG = d(xG1+ (1 —x)G2) + d(TS)

—(xS1+ (1 =x)S2 — 8) dT + (xVi + (1 — X)V2) dp + (G1 — G2 + T9,.S) dx
= —SdT +V dp+ (G — Go +T9,S) dy, (2.15)

dg = d(01G1+ 02G2) +d(T5)
= —(s1+s2—3)dT + (Vi + 02V2) dp + Tds + > G; do;

= —sdl'+dp+ o(G1 — G2) dx + (xG1+ (1 — x)G2) do+ T ds
= (xG1+ (1 —=x)G2) do—sdT +dp + [0(G1 — G2) + T0, 3] dx. (2.16)

Die Beziehung (2.15) ist der Grund fiir die Einfithrung von s, da W (x) die Entstehung zweier
Phasen (wie fiir die Cahn-Hilliard-Gleichung bekannt) fordert, wahrend g|Vx|2 eine Ober-
flichenenergie darstellt und fiir den Diffusionsterm in (2.19) sorgt.

Um dies zu prézisieren, definieren wir die substantielle Ableitung durch

Dix =0x+v-Vyx (2.17)

G
DtX = _8)( (T) )

und betrachten die Gleichung
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aus der mit (2.15) folgt:

[ o= [ (-~ =62~ W +30%).
Q Q

Das gerade Erkliarte zusammen mit der Definition

T T) = W) + 7 [xGa(e.T) + (1 —X) Galo. ) (218)

der Nichtlinearitdt fithrt auf die Gleichung

ey = —gi +dAx —ev-Vyx. (2.19)

Diese Beziehung ist nur korrekt, wenn die Dichte ¢ konstant ist. Wie die Entropieabschitzung in
2.10 zeigt, muf fiir variables ¢ der Oberflichenterm d Ay ersetzt werden durch % div(do V). Dies
fithrt auf (2.20d). Der geénderte Oberflichenterm ist eine Konsequenz des Ausdrucks % Vx|

in der Mischungsentropie (man kénnte alternativ auch % |Vx|? betrachten).

Fiir das Polynom (2.10) sollte auch mit Blick auf die logarithmische Natur der Entropien besser
ein logarithmischer Ausdruck stehen, der exaktere Ergebnisse liefert. Den angegebenen polyno-
miellen Ausdruck kann man bei passendem Term (G; — G2)/T aus einer Taylorentwicklung des
logarithmischen gewinnen. Er ist fiir die Numerik einfacher zu handhaben, da man nicht Gefahr
lduft, durch einen zu grofl gewihlten Zeitschritt aus dem Definitionsbereich des Logarithmus zu
wandern. Allerdings sichert nur der logarithmische Ausdruck die Existenz eines Maximumprin-
zips fiir den Parameter y, sieche Bemerkung 2.1 unten.

2.4 Formulierung des Gleichungssystems

Nachdem die Notationen eingefiihrt sind, présentieren wir nun das Gleichungssystem.

Finde in Q die Losung U = (p, ov,e,x)! des Systems

oo = —div(pv), (2.20a)
O(ov) = div(—pv®@v — 00TV ® Vx) + div(r(v)) — Vp, (2.20Db)
Oe = div(LVT — (e =T+ 00TVx ® VXx)v), (2.20c)
1
edx = _9J + — div(do Vx) —ev - Vx (2.20d)
Ix o

mit den Anfangswerten
(Q’ vieaX)('vo) = (QU?QOUOa€OaX0) in Q

und den Randwerten auf 02

sowie auf Ry
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Dabei sind 0g, vg, €9 und xg vorgegebene Funktionen fiir die Anfangswerte; s, vs, Ts und of
gegebene Randwertfunktionen. Statt Dirichletrandwerten kann man auch Neumann—Randwerte
fiir x vorschreiben. Grundsétzlich sei gg > 0, eg > 0 in 2, o7 > 0 auf Ry sowie Vy -7 = 0 auf
09). Die letzte Bedingung wird fiir die Entropieabschétzung sowie den Beweis der Eindeutigkeit
in Kapitel 3 benotigt.

Das Gleichungssystem (2.20) bedarf noch einiger Erlduterungen.

(2.20a), (2.20b) und (2.20c) entsprechen dem System der Navier-Stokes-Gleichungen, allerdings
mit einer gedinderten Energie, die sich abhéngig von x aus den Einzelenergien der beiden Phasen
zusammensetzt, wie oben erlautert.

Die Beziehung (2.20a) bedeutet die Massenerhaltung, (2.20b) die Impulserhaltung. Die Visko-
sitdten p und v in der Defintion von 7 beschreiben Grofien des Zweiphasenfluids, kénnen also
als Funktionen von o, T und Y angesetzt werden. In dieser Arbeit seien sie d.E.h. Konstanten.

Die Divergenzterme ergeben sich, indem man die Randstrome eines ausgewéhlten Testvolumens
betrachtet.

Der Transportterm, der die Allen—-Cahn—Gleichung modifiziert, begriindet sich wie folgt. Falls
fiir die Einzeldichten die (2.20a) entsprechende Erhaltungsgleichung

Or0; = —div(g;v)

gilt (also wenn die Phasen durch keinen Quellterm oder Oberflichenterm verdndert werden), so
hat man fiir den Transportterm nach (2.4), und da div(gpv) = o divo + v - V:

0,
Ohx = at(ggl>_tgl—glat9

= _ diviexv) 4+ X div(pv)
0 1%

= —v-Vyx.

In der 4. Gleichung (2.20d) haben wir den Diffusionsterm dAx ersetzt durch % div(do V). Dies

ist notwendig, da bei uns die Mischungsentropie den Anteil Q%\Vx|2 hat und x eine Dichte (d.h.
pro Masse gerechnet) ist. Wenn (wie in den Anwendungen der Allen—Cahn—Gleichung {iblich)
die Dichte eine Konstante ist, so fallen beide Ausdriicke selbstverstindlich zusammen.

Die unterste Gleichung (2.20d) kann in eine andere Form gebracht werden. Multiplizieren wir
(2.20d) mit ¢ und beachten
di(ox) = 0 Ox — x(v- Vo + ¢ divo)
unter Verwendung der Kontinuitétsgleichung (2.20a), so erhalten wir
: 0J :
e [0c(ox) + div(oxv)] = —o ax + div(do V). (2.20e)

Diese Gleichung ist eine weitere Begriindung fiir den Transportterm in (2.20d). Wird Gleichung
(2.20e) anstatt (2.20d) verwendet, so lautet der gesuchte Losungsvektor des Systems natiirlich
U = (p, 0v, e, ox)! und man gibt entsprechend frither Anfangs— und Randwerte fiir gy vor.

Mit Beziehung (2.20e) 148t sich das System in Erhaltungsform schreiben. Wir ziehen daher diese
Formulierung fiir die Numerik heran.

Die Impuls— und Energiegleichung der Navier—Stokes—Gleichungen lassen sich schreiben als

O(ov) = div(—pv®@v+T),
oe = div(LVT — (e — T)v). (2.21)
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In der Impulsgleichung (2.20b) sowie der Energiegleichung (2.20c) wurde I" ersetzt durch
[:=T-60TVyx®Vx. (2.22)

Dies fiithrt auf die dort angegebenen zusétzlichen Terme. Diese ergaben sich zunéchst bei der
Entropieabschitzung des Abschnitts 2.10, die zunéchst mit dem urspriinglichen I’ durchgefiihrt
wurde. Die iibrigbleibenden Terme legten dann eine Anderung von I' in T' nahe.

Die neu eingefithrten Terme sind aber auch physikalisch sinnvoll, wie wir in 2.5 zeigen werden.

Die angenommenen physikalischen Eigenschaften der Teilsysteme gehen bei der Wahl der Gibb-
schen Energiedichten G; und G9 in der Definition von J in (2.18) ein. In Abschnitt 2.7 werden
wir zwei Beispiele vorstellen. Wir geben schon hier die einfachste Moglichkeit fiir g—i bei Wahl
einer idealen Gasgleichung fiir beide Teilsysteme an:

oJ
a = X(l — X)(l — 2X) + (CV,l — CV72) (1 — lnT) + Sp2 — So1.- (223)
Wir haben @, J zur besseren Veranschaulichung als Funktion von 7" und nicht von e geschrieben.

In (2.20) sprechen wir von einem Wert p des Drucks. Zunéchst jedoch besitzt das System fiir jede
Phase eine Freie Energiedichte F; und einen Partialdruck p;, ¢ = 1,2, und es gilt die Beziehung

OF
L= (25 2.4
P (av)T (224)

Fiir die sich ergebenden Phasendriicke fordern wir aber

p1=p2 =p- (2.25)

Dies bedeutet, dafl der Volumenausgleich zwischen den Phasen sofort erfolgt. (2.25) gilt zunéchst,
wenn beide Phasen in V' vorhanden sind, d.h. 0 < x < 1 gilt. Wie wir unten sehen werden, gilt
die sich ergebende Beziehung dann aber auch fiir x = 0 und x = 1, was aus Stetigkeitsgriinden
klar ist.

Die Gleichheit der Partialdriicke benotigen wir in dieser Arbeit an zwei Stellen. Zwingend er-
forderlich wird (2.25) in Sektion 7, um eine Identitét fiir p und 7" aus g, x und e herzuleiten. In
Abschnitt 2.10 werden wir sehen, dafl das Vorhandensein zweier Druckfunktionen den Nachweis
der Existenz eines Lyapunov-Funktionals unmoglich macht. Anschaulich bedeutet (2.25), da3
die Grenzschicht zwischen den beiden Phasen lokal stabil ist.

Dieselben Annahmen wie beim Druck werden auch bei der Temperatur gemacht: allgemein
konnten beide Phasen verschiedene Temperaturen T;, ¢ = 1,2 annehmen. Wir fordern wieder,
daf

Ty=T=T

gilt, also ein sofortiger Entropieausgleich zwischen den benachbarten Phasen stattfindet.

2.5 Physikalische Interpretation des Spannungstensors

Beziehung (2.22) zeigt, daB der Spanungstensor I' der Navier—Stokes—Gleichungen in unse-
rem Modell erweitert wird. Die formale mathematische Motivation hierfiir liefert die Entro-
pieabschitzung in Abschnitt 2.10. Hier fithren wir den Nachweis, daf8 die Anderung physikalisch
sinnvoll ist.
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Nach (2.13) gilt

p=CI-F(V,T)) (2.26)

Der Druck ist der elastische Anteil des Spannungstensors I'. Wir kénnen daher auch sagen,
da durch Volumenénderungen der elastische Anteil von I" festgelegt wird. Dies motiviert die
Rechnungen dieses Abschnitts.

Wir zerlegen I" und setzen
I'= I‘el + Finely I_‘el = —-p 52] (227)
Wir betrachten das Funktional

F(V,T,x) = /9($) F( T(z), x(x)) + o(x)T (x) glvx(ﬂ?)I2 dL" (). (2.28)

) o(x)’

Sei @ : Qy — Q die Transformation von Lagrange— zu FKuler—Koordinaten, gy sei die Dichte in
Q. Fiir ein C'-Vektorfeld ¢ bezeichne 9 : R? x [0,1] — R? die Deformation in Richtung von
&, d.h. ¢(2,0) =z und 959 = o1, 0 < s < 1. Um die Methode zu erkliren beginnen wir mit
dem zweiten Term in (2.28), bilden ihn auf Q4 ab und schreiben ihn um in der Form

s 0 ~
Fo = / [QOTO §|VX|2} od,
Qo
wobei ¥ =y oy, go=goo¢ !, Ty =Thotp ' und & =)0 ®.
Wegen 0;x = Z?Zl(aix) o wilaj(wfl)i gilt

5 i
Fr = / (600 5 >~ B0 v (0™ drx 0w 9w ] 0 @

QO inj?k
1) _ _
= / [QOTD 3 D 0x 0¥ ot 05(p kot 3kx} o ®.
QO ’L'nj»k‘

Von diesem Resultat erhalten wir als eine Anwendung der Produktregel

0.5, = [{om 5> o [0.056 o )asw 0w

Qo i7j7k

s§=

+0;(p 1) 09 05(0; (i o qp)} } 0.

Eine kurze Rechnung zeigt 95[0;(¢1); 0 9]9; (1) 0 1 = —8;&), und wir erhalten

0sF2 = —/ [QoTo gz ix(0:&k + 3k€i)] o®

A ik

_ —/QOT05VX®V><:V£O<I>.
Qo

s=0

Auf die gleiche Weise behandeln wir den ersten Term in (2.28). Wegen (2.26) und (2.27) folgt
(div€ kommt von 05 det(Dv))):

8s-rl

_0:_/Q0pdivgo¢:/QOFel:v§oq)‘
= 3 &
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Indem wir die Ergebnisse kombinieren, erhalten wir (Id;; = d;5)

0sF

= _/Qo[p Id + 6TyVx ® V] : VEo ®.
Qo

Wir sehen also, daB die Anderung des Spannungstensors eine Konsequenz ist aus dem Abziehen
des Termes g |Vx|? von der Entropiedichte S.

2.6 Typ des Gleichungssystems

Wir bestimmen den mathematischen Typ des gerade eingefiihrten Gleichungssystems. Dazu
schreiben wir (2.20) in ein System 1. Ordnung um und orientieren uns an [10].

Wir beginnen zunéchst mit dem System, welches sich aus (2.20) durch Wegfall der 2. Ableitungs-
terme ergibt, d.h. es handelt sich um die Eulergleichungen zuziiglich der modifizierten Allen—
Cahn—Gleichung ohne den Oberflichenterm div(do Vx). Der Grund fiir die Betrachtung dieses
Systems ist der folgende: das von uns verwendete numerische Verfahren, welches es analog auch
fiir die Navier—Stokes—Gleichungen gibt, schreibt die Terme der 2. Ableitungen als Quellterm auf
die rechte Seite des Gleichungssystems und bestimmt die numerischen Fliisse aus dem verbleiben-
den System 1. Ordnung (fiir die Navier—Stokes—Gleichungen sind dies die Euler—Gleichungen der
Gasdynamik). Dies geschieht vor dem Hintergrund, dafl fiir grofe Reynoldszahlen die viskosen
Anteile einen verschwindenden Beitrag liefern. Dies wird in Kapitel 4 genauer erlautert.

Nachfolgend gehen wir davon aus, daf3 der Druck der Beziehung

p= (7 - 1)€p0t (229)

geniigt, siche dazu Abschnitt 2.7. Ohne Einschriankung sei in diesem Abschnitt ¢ = 1 und ~
konstant.

In 2 Raumdimensionen 14t sich das angesprochene System als

0 ov1 0v2
vy 0v? + (v — D)epot 0V1 V2
O | ov2 |+ 0, 0V1V2 + 0, ov3 + (7 — epot =Q
e Jevs — (v~ 1)§ (0 + vre3) Yevs — (- 1)§ (vFv + 0])
oX oXV1 OXV2
schreiben mit 5
Jr
=(0,0,0, 0,—o—)".
Q ( } 9 ) 9 0 8X)
Dies 148t sich in Matrixform umschreiben zu
A1 00U + As 0,U + Az 6yU =Q, (2.30)

wobei
U= (Qa Qv1, 0V2, €, QX)T

und (siehe (4.12) und (4.13))

A = Id,
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0 1 0 0 0
2
—v}+(y—-1)l (3 =1 ~(y=1vz y-1 0
Ag = —UV10V9 V2 V1 0 0 s
3 2 2
—YHE 4 (y = D0} +vivd) yE - (- D)TF2 —(y—Dvva v 0
—uiXx X 0 0 U1
0 0 1 0 0
—V1v2 U2 V1 0
2
Az = *”3“7*1)% —(vy—1Dun (?wv)vz2 i y—1
3
2 4 (y = D)(0f +0fvs) —(y = Dvive 7S — (v = D=2 qu
—U2X 0 X 0 V9

Zur Motivation der folgenden Bedingung betrachten wir eine einfache Wellenfront, die sich in
der Raum-Zeit-Ebene in Richtung des Vektors 7 = (n1,n2,n3)7 bewegt. Diese ist von der Form

U = Ueilmttnaatnsy) (2.31)

Dabei ist i> = —1. Der Vektor 7 ist gleichzeitig Normalenvektor der Wellenfrontoberfléiche.

Wir betrachten den algebraischen Kegel
C(ﬁ) = det (n1A1 + ngAg + n3A3).

(2.30) hat Losungen der Form (2.31), falls C(77) = 0 gilt. Das System ist hyperbolisch, falls
C (1) = 0 genauso viele reelle Losungen 7 besitzt wie Unbekannte im System vorliegen, hier also
5, und wenn die zugehorigen Losungen des homogenen Systems

PU = (n1A1 + noAg + 7”L3A3)U =0

eine linear unabhéngige Menge bilden. Sind einige Losungen reell, andere komplex, so handelt
es sich um ein hybrides System. Sind alle Wurzeln komplex, d.h. gibt es keine einfachen Wellen-
fronten, so nennen wir das System elliptisch. Besitzt die Matrix P keinen vollen Rang, so heifit
das System parabolisch. In diesem Fall zeigen einige Wellenfronten in dieselbe Richtung.

Die Hyperbolizitdt der reduzierten Gleichungen fillt bei anderer Zielsetzung in Kapitel 4 als
Nebenprodukt mit ab. Wegen A; = Id hat das reduzierte System ndmlich eine zeitartige Variable
und die Losung von det P = 0 ist dquivalent zur Bestimmung des Eigenwertproblems (n; = —\)

det (K — )\Id) =0, K =noAy +nsgAs.

Zur Notation in Kapitel 4 sei bemerkt, dal 0, f1(U) = D f1(U) 0;U die Beziehung As = D f1(U)
und analog A3 = D f5(U) bedingt. In Kapitel 4 wird gezeigt, daf} sich mit ¢2 = lgp fiir das Quadrat
der Schallgeschwindigkeit 5 reelle charakteristische Normalen ergeben, die den Bedingungen
ny = —(ngv1 +n3ve) (3 fache Charakteristik), ny = —nav1 —ngve — ¢ und ny = —ngvy —ngve +c
geniigen. In Kapitel 4 werden auch die zugehorigen Eigenvektoren berechnet, die das System
diagonalisieren, siehe (4.15), so dafl auf diesem Wege das reduzierte System als hyperbolisch
nachgewiesen ist.

Wir bestimmen nun den Typ des vollen Gleichungssystems. Dazu schreiben wir es in primi-
tiven Variablen und untersuchen es in einer Raumdimension. Andernfalls macht die Zahl der
auftretenden Variablen im umgeschriebenen System 1. Ordnung eine exakte Analyse duflerst
langwierig.
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Wir nehmen an, dafl ¢y := cy1 = cy2, ¢ := ¢p1 = ¢p2 und L Konstanten sind, fiir den Druck
(2.29) gelte und fiir die Temperatur (siehe (2.58))

T — €pot
cvo

Das System 1. Ordnung besitzt die 8 Unbekannten o, v, e, x, A := 0,0, B := O,v, C =
Oze, D := 0x.

Das (2.20) entsprechende System 1. Ordnung lautet dann:

815@4-2181;@4-@8950:0,

2 — 1+ ey D?
o + [;)Q (1—v-— 5CVD2)‘| 0z0 + [((2 —) — 5CVD2)U} Ozv + ymowovy —; v Oge
2 2
LAYy gy 2O epotD 8D = 0,
2L 2Le v3 L 3
——— A 1—7~)— - — — (2 B 1—~)=ov? -
Ohe + Lwﬂ e + ( 7)2] 3Q+{<CV (/H'V)) + e+ ( 7)291)} Oz v
L e L L
+ v Oze + [cy 0D (epot B + vO0repot)] Oux + — — O A+ [v — (2u+ u)v} 0,B — — 9,C
cy 0 cy v o

+ 2cydvepes D 0, D =0,
0
Ox + l:U—A:| 8xx—(58wD:—a—J,
0 ox
OtA + BOyo+AOww+v9,A+00,B=0,

0,v = B,
oze = C,
Oyx = D.

Wie oben schreiben wir dieses System in der quasilinearen Form (A;, A2 und @ héngen nur von
x, t und den Eintrdgen von U ab, nicht aber von Ableitungen von U)

A1 0U + A0, U = Q,
mit dem 8-komponentigen Losungsvektor
U:(Qa v, €, X, Av B7 Ca D)T

und dem Quellterm
oJ

=(0, 0,0, ——, 0, B, C, D).
Q ( 9y Y ) 8X Y ) Y Y )
Die zugehorigen 8 x 8—Matrizen A; und Ao geben wir wegen ihrer enormen Gréfle nicht an. Sie

ergeben sich aber kanonisch aus den oben angegebenen Beziehungen.
Wie im ersten Teil dieses Abschnitts bestimmt sich der Typ des untersuchten Gleichungssystems

aus der Analyse der Charakteristiken, d.h. der Untersuchung der Bedingung
det P := det (n1 A1 +ngAs) = 0.
Hier ist die Situation ziemlich klar. Die Matrix P hat keinen vollen Rang, wie schon das obige

Gleichungssystem erkennen 1d8it, da B, C und D keine Ableitungen nach ¢ besitzen. (2.20) stellt
somit in einer Raumdimension ein parabolisches System dar.
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2.7 Zustandsgleichungen

Fiir die Navier—Stokes—Gleichungen gibt es zwei unabhingige thermodynamische Grofien, z.B.
p und T. Aus der Gibbschen Phasenregel folgt, dafl das spezielle System Wasser und Dampf
im Gleichgewicht sogar nur den Freiheitsgrad F = 1, also eine unabhéngige thermodynamische
Grofe, besitzt. Dies héngt von der Zahl der Komponenten der beiden Phasen ab (Phasen aus
einer Komponente haben fast immer F = 2). Nachfolgend gelte fiir das Gesamtsystem F < 2.
Dann gibt es eine Beziehung zwischen p, T und e, die nachfolgend hergeleitet wird.

Zunichst leiten wir eine fundamentale Beziehung zwischen Druck und Energie her, die innerhalb
der Phasen gilt. Da wir annehmen, dafl x nur die Umwandlung bzw. die Massenanteile der
Teilsysteme steuert und diese im iibrigen unabhéngig von x sind, gilt dE; =T dS; — p dV;. Es

folgt dann:
ds; = (851-) dT + (35}) dav;
Vi T

or oV;
1| /0FE; OF;
= = T i il -
Tl(aT)vid +<8Vi>TdV+pdV]

FEin Vergleich der Koeffizienten ergibt:
(o), - 7 ()
or )y, — T \oT )y’
(ov), = #l(w),*
vi)r — T\avi)z "
Differenziert man (2.32) nach T, so erhélt man

0=7 (o), ~ 7 (3t ), +7]
“r\or),, 1 [\ov;); ' ?

. b
(), - (49),.

Setzt man (232) in (233) ein, SO folgt noch

Aus dem 1. Hauptsatz der Thermodynamik ergibt sich:

. (2.32)

bzw.

0Q; = dE;+pdV;

aEZ‘ 0 Ei
= dT dv;.
<8T>w *[(8W>T+p
N——
=CV,i
Wegen
aV;
dV; = dT
(57),
folgt

e () o (), (%), e
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Nach diesen Vorbereitungen leiten wir nun in Kiirze Beziehungen fiir ein ideales Gas und Van—
der—Waals—Gase her. Die gewonnenen Aussagen verwenden wir als mogliche Charakterisierungen
der beiden Phasen unseres Systems.

Neben diesen beiden Ansitzen wird zur Beschreibung von Fluiden in der Literatur auch die
Beziehung von Dieterici

p(Vi — nif3;) exp ( niaf) =n,RT

oder die Redlich-Kwong—Gleichung

p(Vi — nib;) + ( niai(Vs = nibi) )

T3 Vi(V; + nib;)

verwendet (o, B; bzw. a;, b; bezeichnen vorgegebene Konstanten). Diese beiden Ansitze sind
komplizierter als die Gleichung von van—der—Waals oder die ideale Gasgleichung, leisten aber in
der Praxis wesentlich genauere Vorhersagen der gemessenen Werte.

2.7.1 Ideales Gas

Die Aussagen dieses und des folgenden Unterabschnitts finden sich in vielen Lehrbiichern. In
beiden Sektionen betrachten wir n; Mol der i—ten Phase in einem Volumen V;. Bezeichnet wie
schon frither V; das spezifische Volumen, so ist n; = 1.

Wir beginnen mit dem idealen Gas. Mit der Gaskonstante R geniigt es der Zustandsgleichung
pVi =n;RT. (2.35)

In der Natur gibt es keine idealen Gase. So miifte fiir 7 = 0°K das Volumen des Gases Null
sein. Gleichung (2.35) gilt aber in guter Ndherung fiir Gase (Ausnahme Hs) in einem ,normalen®
Temperaturbereich.

Die Bezeichnung ,ideales Gas® ist historisch bedingt. (2.35) wird als N#herung nicht nur fiir
Gase, sondern auch fiir Fliissigkeiten und selten sogar (mit Einschrinkungen) fiir Feststoffe ver-
wendet. Beziehung (2.35) wurde zunéchst bei Gasen beobachtet und liefert dort die genauesten
Vorhersagen, daher die Namensgebung.

Gleiches gilt fiir Van—der—Waals—Gase (siche den nichsten Abschnitt). Die Beziehung (2.42) hat
fiir gegebene p und T eine bis drei verschiedene Losungen V;, die sich in ihrem Aggregatzustand
unterscheiden.

Setzt man die Zustandsgleichung (2.35) in (2.33) ein, so erhilt man fiir ideale Gase die Un-
abhéngigkeit der inneren Energie von der Dichte:

(?%)T 0. (2.36)

Dieses Ergebnis ist klar, da bei einem idealen Gas die Abstédnde zwischen den Molekiilen als
gleich angenommen werden.

Mit (2.36) und der Definition von cy; gilt fiir ein ideales Gas

0E; OF;
E; = Vi T = cy,; dT. 2.
d <8W>Td +<8T>Vid cvi d (2.37)
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Gehen wir davon aus, daB cy; nicht von T abhingt, was fiir 7' < 1000°K praktisch immer der
Fall ist, so folgt eine explizite Darstellung fiir die innere Energie im Falle des idealen Gases: (aus
der statistischen Gasdynamik folgt, dafl die Integrationskonstante Null ist)

Ei = CV7iT' (238)

Fiir ein ideales Gas vereinfacht sich (2.34) wegen (2.36) und %‘7/3 = % nach (2.35) zu
Cpi — Cvi = ’I’LZR (239)
Damit ergibt sich als noch fehlende Beziehung

p= = = ——€pot,i-
Vi cvy Vi o cvy

niRT . niR E TLZ'R

Mit (2.39) erhalten wir somit die bei Euler— und Navier—-Stokes—Gleichungen hiufig gebrauchten
Beziehungen

p = (’7_1)epot,iv
r o P
(v = Dev,

Fiir die Entropie haben wir nach (2.35) und (2.37):

TdS; = dE;+pdV

also

Durch Aufintegrieren iiber den Temperaturbereich Ty bis 7" und einen Volumenbereich V;; bis
V; folgt:
S; = SO,i +cv, InT +n;R InVj.

Die Additionskonstante Sy ; bezeichnet dabei die Entropie des Referenzsystems mit Temperatur
Tp und Volumen Vj; zu Beginn der Integration.

Damit und mit (2.38) ergibt sich unmittelbar:

Fz‘ = Ei - TSZ' = CV,Z'T (1 - lnT) — niRT an; — TS()J‘, (2.40)
G; = F,+pV,=F,+n;RT = CVJ‘T (1 — IHT) + anT(l —1In V;) — TSO,Z'- (241)

2.7.2 Van—der—Waals—Gase

Die ideale Gasgleichung ergibt fiir kleine Temperaturen unsinnige Werte, da V; = 0 aus T'= 0
folgt. Bei Van-der-Waals-Gasen wird (2.35) ersetzt durch die die tatséchlichen Verhéltnisse
besser beschreibende Gleichung

n?ai

7
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n?ai
Vi2
(2.35) ein Druckkorrekturterm, —n;b; entsprechend eine Volumenkorrektur. Fiir das Volumen V;

gilt V; > n;b;, V; = n;b; nur fir T = 0.

a; und b; sind kleine, von Phase ¢ abhidngende Konstanten. Der Term ist also gegeniiber

Auf die gleiche Weise wie im Falle des idealen Gases zeigt man die Energiegleichung. Es gilt
unter Verwendung von (2.33):
(aVi )T V2

(2

und Aufintegrieren liefert wie oben

2

n;a;
Ei = CV,Z'T — ;/l ! .
Aus (2.42) ergibt sich unmittelbar fiir den Druck
g RT n?ai
b= Vi —mnib; V2

Schliefllich gilt nach (2.34):
n; RT (8%)
P

Cpi— CVi = -—
Pt ! Vi —n;b; \OT

Zur Berechnung von (%‘7/3) differenzieren wir (2.42) nach 7'. Wir erhalten
P

(5), - TR
oT » 72n?ai (V; _ mbz) + VniRT

V3 i—nib;
und daher
Cpi —CVi= — . (2.43)
2 7 1_ 1?{7;}‘12% (‘/7, _ anZ)Q
Fiir die thermodynamischen Potentiale haben wir
0F; OF;
TdS; = 2 dV; l) dr dV;
i <6V-Z )T it < T v +paVv;
nZRT
= ——dV ; dT'
‘/i — nzbz + Cvy )
also, mit einer Integrationskonstante Sp ;:
S; = SO,i +cvy InT + n;R ln(V; — nzbz)
Fiir die abgeleiteten Potentiale gilt:
n?ai
Fi = Ei - TSZ' = CVJ'T (1 —1In T) — 7 - niRT ln(Vz - nzbl) - TS()“ (2.44)
7
G; = F;+pV;
Vi 2n2a;
= CVJ'T (1 —1In T) + niRT (VZ—anbl — ln(Vi — nzbz)> — ‘2 L TS()J'. (2.45)
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2.7.3 Auswertung der Druckbedingung

Bevor wir Darstellungen fiir 7" und p herleiten kénnen, miissen wir Vi, Vs bestimmen, die wie
in Abschnitt 2.2 das tatséchlich von der i-ten Phase in V' eingenommene Volumen bezeichnen,
im Unterschied zum spezifischen Volumen V;. Die Berechnung erfolgt mit (2.24) und (2.25).
Zuniichst sei 0 < y < 1, d.h. beide Phasen seien in V vertreten. V;, Vs sind dann Losung des
Gleichungssystems

OF, - OF, -

L, T) = Z2(Wh,T), 2.46

81/1( 1,T) 8V2( 2,T) (2.46)
Vi+Va = sz). (2.47)

F1 und F, miissen vorher entsprechend den angenommenen physikalischen Eigenschaften aus-
gewahlt werden. Sie sind also bekannt.

Die Losung des Gleichungssystems (2.46), (2.47) ist i.a. nicht eindeutig.

Als ersten naheliegenden und natiirlichen Fall betrachten wir die Situation, dafl beide Phasen
durch eine ideale Gasgleichung beschrieben werden. Wir ersetzen den Massenanteil n; der i—ten
Phase durch x;. Beziehung (2.46) geht nun iiber in

X _1-x
Wi Va
mit dem eindeutigen Losungspaar
- . 1—
Vi=X =X (2.48)
% %

A posteriori kénnen wir uns von der Voraussetzung 0 < x <1 befreien: fiir y = 0 ist nur die
2. Phase in V vertreten, also Vi = 0und V5, = Vo =V = %. Entsprechendes gilt fiir x = 1.
Beziehung (2.48) gilt also fiir 0 < x < 1. Wir hétten sie auch weniger prizise direkt aus

oFy O0Fy

htalt RS Y il

Xov (1-x) i

herleiten konnen.
Als néchstallgemeineren Fall untersuchen wir nun die Situation, in der die Gasphase durch eine

Van—der—Waals—Beziehung (mit a = 0 und b # 0) und die fliissige Phase wie bisher durch eine
ideale Gasgleichung festgelegt wird.

(2.46) und (2.47) ergeben dann:

RT RTp
X 5 =(1-x) =
1 1—oVi = (1—=x)be
woraus sich die Lésungen
. . 1—
Vi= " (1=bo(l =), V=" (1+box) (2.49)

ergeben, wieder giiltig fiir 0 < y < 1.

Noch allgemeinere Félle werden in dieser Arbeit nicht untersucht. Die realistischsten Ergebnisse
wiirden wir mit Freien Energietermen erhalten, die aus physikalischen Mefireihen abhéngig vom
untersuchten Problem gewonnen wurden. Bei zwei Van—der—Waals—Systemen, bei denen jeweils
a; = 0 und b; # 0 gesetzt ist, ist die Situation nicht wirklich allgemeiner als bei der gerade oben
beschriebenen. Es wird lediglich b durch die Differenz b; — bs ersetzt. Wahlt man a; # 0, so ist
ein quadratisches Gleichungssystem zu l6sen, das i.a. mehrere Losungen besitzt. Hier mufl dann
eine Losung, z.B. iiber den Aggregatzustand, ausgewihlt werden.
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2.7.4 Folgerungen fiir das Gesamtsystem

Nun ist alles bereit fiir mogliche Zustandsgleichungen fiir unser System (2.20). Das allgemeine
Vorgehen wurde in Unterabschnitt 3 erklédrt, hier wihlen wir nun die konkreten Beziehungen
aus.

1. Fall: Ideale Gasgleichung fiir beide Phasensysteme:

In

€pot = QlErl)ot + QQEgot
= X0Epo + (1 = X)oEp

setzen wir (2.38) ein. Mit der Abkiirzung

cvx =X v+ (1= x) ey (2:50)
liefert dies:
epot = 0 (x cvaT + (1 — x) cy2T) = cvy oT. (2.51)
Fiir den Druck gilt:
RT 1—x)RT R
:><~ :( 2() :QRTziepot.
%1 Vo Cvx
Wir setzen noch (nach (2.39))
R
i = +1, i=1,2. (2.52)
CV,Z'

Wir erhalten als gesuchte Zustandsgleichungen:
(=12 —1)
epot)
Xre+tl-x)m-1

T = %. (2.54)
X

(2.53)

An einigen Stellen wie bei der Bestimmung des Typs des Gleichungssystems, wo eine solche
Vereinfachung ohne Nachteil moglich ist, nehmen wir vereinfachend an, dafl die Wirmekapazitit
beider Phasen gleich ist:

Cy,1 = Cy2 =: Cy, (2.55)
woraus sich kanonisch ergibt:
epot = cyoT, (2.56)
p = (7= 1epot, (2.57)
T o= ot (2.58)
cvo

Hier sehen wir auch einen entscheidenden Vorteil, der aus dieser Vereinfachung und der Wahl
einer idealen Gasgleichung fiir beide Phasen resultiert. Beziehung (2.57) ist dieselbe wie fiir die
Navier—Stokes—Gleichungen und sichert die Konsistenz des von uns verwendeten numerischen
Verfahrens.

Zur Tllustration berechnen wir die Anderung der Entropie s unter den Annahmen § = 0, (2.55),
(2.56) und fir v = 0. Fiir Sp; = Sz = 0 gilt dann:

s = 0S=o(xS1+(1—-x)52)
= ocyInT — R 1Inp.
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Wegen v = 0 ist 0,0 = 0 und wir erhalten fiir konstantes L und V7T = 0 auf 0f:

1 1 1
/&gs _ /cvgfﬁtT: fﬁte—/fdw(LVT)
Q Q Q Q
VT[?
= L— > 0. 2.
Q/ T 20 (2.59)

Dies ist ein Spezialfall der spiter hergeleiteten Beziehung (2.81) (hier tritt kein Term (0;x)?
auf, da wir den unphysikalischen Fall G; = G betrachtet haben). Mehr zur Abschéitzung der
Entropiednderung in Abschnitt 2.10.

Nunmehr sind wir auch in der Lage, die noch ausstehende Berechnung des Potentials J (siehe
Formel (2.23)) nachzureichen.

Wir gehen von Beziehung (2.18) aus. J setzt sich also zusammen aus dem Polynom (,, Mischungs-
entropie®) W (x) (siehe (2.10)), und einem Term mit der Gibbschen Energie des Gesamtsystems,
d.h.

TeneT) = 501 =)+ 7 (Gi(0.T) + (1 = \)Galo, T)).

Die Beziehungen aus 2.7.1 liefern die angegebene Gleichung (2.23), wobei Sp;, i = 1,2 wie oben
Integrationskonstanten bezeichnen:

oJ

- X(1=x)(1 = 2x) + (eva —evi2) (1 = InT') + [So2 — So1]-

Bemerkung 2.1:
Fiir die Gleichung des Phasenparameters x gilt ein Maximumprinzip, genauer 0 < x(z,t) < 1
fiir x € Q und ¢ > 0 beliebig, falls fiir die Mischungsentropie der logarithmische Ausdruck

W) = x I+ (1= ) Il =) = 53 (2.60)

verwendet wird. Bei Verwendung des Polynoms (2.10) ist das Maximumprinzip jedoch nicht
giiltig.

Beweis: Wir verwenden Ergebnisse aus [16], Theorem 12, Kapitel 3. Wir definieren den Operator

1 a.J
Lix]:= —€(Oyx +v-Vx)+ —div(doVy) — —,
IX] (Orx X) . (0 Vx) o

mit dem sich (2.20d) schreiben 148t als L[x] = 0.

Damit das Maximumprinzip erfiillt ist, mufl L[1] < 0 < L[0] gelten. Fiir den logarithmischen
Ausdruck gilt (zu lesen als Beziehung im Grenzwert):

il = - (1i<x) | Tl — eva) (1= InT) + Sou — Soa] = —ox,

L) = ~tn (2| leve = eva) (4= InT) + S = S = oc,
Daher ist das Maximumprinzip fiir x bei logarithmischer Mischungsentropie erfiillt.

Fiir polynomielles W gilt aber:

L1] = [(evi2 = evia) (1 =InT) + So1 — Soz] = L[0].
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Ist der Ausdruck in eckigen Klammern positiv, so ist moglicherweise x > 1. Wird umgekehrt
der Ausdruck in eckigen Klammern negativ, so ist eventuell x < 0. O

Fiir die meisten numerischen Rechnungen setzen wir deshalb:

oJ
a =In (:l—XX> - X+ (CV,l — CV,Q) (1 — lnT) + 5072 — S()’l. (261)

2. Fall: Ideale Gasgleichung mit Van—der—Waals—Beziehung:

Abschlielend behandeln wir entsprechend die Situation, dafl eine ideale Gasgleichung fiir das
Fliissigkeitssystem mit einer Van—der—Waals-Gleichung (mit @ = 0 und b # 0) fiir das Gassystem
kombiniert wird. Dies ist der einfachste vorstellbare Fall, bei dem beide Phasen unterschiedlichen
physikalischen Gesetzen gehorchen.

Mit (2.49) fiir die Volumina V3, V5 erhalten wir fiir die potentielle Energie des Systems, da a = 0
ist (zu cy, siehe (2.50)):

epot = Cv,y 0T (2.62)
und fiir den Druck und der Definition v; := % + 1 aus (2.52):
xRT R €pot

p= ‘71 _CV,xl_bQ(l_X)

(=D -1
= Epot - 2.63
(x72+(1=x)n - DA —=be(T=x) ™ (263
Ausgehend von Ansatz (2.18), den Gleichungen (2.41) bzw. (2.45) fiir die Gibbschen Energien
der Teilsysteme erhalten wir:

oJ 1
& = W’(X) + R <1 — 1_7@[) + ln(l — Qb)) + (CVJ — CV72)(1 — lnT) + [SOQ — 501]
b
= W/(X) + (71 - 1)6\/71 (ln(l — Qb) — 1 f Qb)
+(evii —ev2)(1 —InT) + [So2 — Sou]- (2.64)

Wie fiir den spezielleren Fall b = 0 oben 1483t sich ein Maximumprinzip nur fiir eine logarithmische
Nichtlinearitét zeigen. Bemerkung 2.1 gilt sinngemé8.

2.8 Entdimensionalisierung der Gleichungen

Wir beschreiben nachfolgend die Umrechnung von physikalischen Grofien in die einheitenlose
Formulierung. Diese 148t sich elementar vornehmen. Wir fithren die Entdimensionalisierung fiir
zwel Raumdimensionen durch, die Verallgemeinerung auf drei Raumdimensionen ist trivial.

Man bezieht alle physikalischen GréBlen (nachfolgend mit  markiert) auf einen Referenzwert
(mit Index 0 versehen) und erhélt die dimensionslose Gréfle. Fiir die Ortskoordinate x etwa

r=—.
o
Der dimensionslose Wert x ist also auf die Skala xo bezogen (hier der Referenzwert), die cha-

rakteristische Linge der Geometrie.

Konkret setzen wir
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— — v _t RS
x_:BQ’ y_xoa t_to’ vl_vé7
_ o _ e _p 71
T oo e P= oy T Ty ,
i _ v _ L = =
P= V= o L_Lo’ 5_50’ CV_CVO'
Zwischen den Referenzgroflen gelten die Beziehungen
2
Po = €0 = 0oV, (2.65)
2
v
T, = 2. (2.66)
Vo

Diese folgen aus e = epot + $(vi + v3), Epot = ¢y T und p = (7 — 1)epot, vgl. (2.57) und (2.58)
(0.E. kann zur Bestimmung der Dimension cy,; = cy2 und ¢p1 = ¢p2 gesetzt werden).

T

Nach der physikalischen Definition der Geschwindigkeit gilt g = U—g, also

t=0
Zo
Wegen 9y o(t') = %atg(t) gilt
00?0
at'@’($/7y/,t/) = TU 8t@(x7y’t)7
0.0z . 1) — 00 D)
' O (JZ Y 7t) - ﬂﬁg(xayat)?
00
ay’gl(xlvylvt/) = ;0 ayg(x,y,t)

Analoge Beziehungen gelten fiir die 1. Ableitungen von p/, €', v}, v4 und T".
Fiir die 2. Ableitungen von T gilt entsprechend

T
3§/T'($',y/,t/) — $2 agT(l'ayvt)?
0

und elementar lassen sich auf dieselbe Weise alle 2. Ableitungen aus dem Spannungstensor
umformen.

Wir setzen nun die hergeleiteten Beziehungen in (2.20) ein. Fiir die Massenerhaltungsgleichung
Op o' + 0 (0'V}) + Oy (0'vh) = 0 unter Beriicksichtigung von

Ow(0'v1) = (Owd)vy + 0 (Dw11)
= goto (Ul axQ + 0 8xvl)
o)

0000
= 895 (QUO)
X0

und der entsprechenden Gleichung fiir 9, (¢'vy) erhalten wir

% 1910 + Da(0v1) + By (0v2)] = 0. (2.67a)

o

Als néchstes behandeln wir die Gleichung fiir den Phasenparameter x.
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x bestimmt die Gewichtung der beiden Phasen, es mufl immer 0 < y < 1 gelten. Daher fordern
wir xo = 1 bzw. x = x’. Wir sehen:
Opx +v - V'x = Opx(@,y,t")+v] Opx(@,y,t') + v (9yzx(aj', Y t)
1 Vo
- % 8tX(JJ,y,t) + ;O [/UlaxX(xayat) +UQayX(x7y7t)]

= @ [atX+UVX]
Zo

In der modifizierten Allen-Cahn—Gleichung hat der Term DW(x) genau wie —% (G1—Gq) =

>oilSi— %(EZ + pV;)] die Dimension einer Entropie, da W Bestandteil der Mischungsentropie ist

(vgl. Definition (2.9)). Wegen % = ¢y’ = ey,ey ist die Entropie auf die Skala cy;, bezogen.
Auflerdem gilt

& i 0 2 2y _ %0 [0 2
- = 00— ((Op Oy == |= .
5 171 = dog (@0 + (00 = 5 |5 190
Ein Dimensionsvergleich ergibt % = cy, bzw.
0
o = cy, . (2.68)
Unter Verwendung von (2.68) gilt:
1 RN NSVANS ! 5/ / AT / ! 4I\\2 5/ !/ !
g WOV = 0 Owx(@ v, 8) + (@l y, 1)+ 5 Vid - Vix
) )
= —g [0AXx + = Vo- V]
xg 0

1
= ¢y, 2 div(de V).

Die Phasengleichung schreibt sich daher als

v 1 1.
ex—z [Oex +v- Vx| =cy, [-DW(x) — T(Gl - Go) + 2 div(de V). (2.67e)
Daher wahlen wir oz
e = 200 — ¢ 4. (2.69)
Vo
Fiir die Impulsgleichungen bemerken wir
61/7-{1 = Moi;)o a:v7—11>
Lo
v
8y/7{2 = LOQO 8y7-12,
Zo
und fiir div(0pT'Vyx ® V) ist exemplarisch
So00T
~00u(dT' (0x)?) = =5 [0 0u(eT(0:X)°)
0

= CVOQOTO [_5 6I(QT(8:BX)2>]
und wegen (2.66) und (2.68) gilt daher

—div/(§'d'T'V'x @ V'x) = ng(% [—div(doT Vx ® V).
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Mit demselben Vorgehen wie bisher erhalten wir daher fiir die 1. Impulsgleichung

0 = (V) + 0w (V7 +p) + Oy (dVivh) — Owrly — Oy iy
000 (6" T (0w X)?) + Dy (8" ' T' (Do X)) (O X))
2
(
= 0 [orom) + (o] + 1) + 0y (vren) + 0 (Bu(50T (02x)%) + 8,307 (22)(9,X))
_foto (OxT11 + OyTi2)
xo
2
v,
= iio [Bt(gm) + 95 (0v3 + p) + 9y (0v1v2) + 0 (92(60T(03x)?) + By (50T (9 X)(9yX)))

1
~ 5o QT+ 9ym2) |, (2.67b)
wobei die Reynolds Zahl Re := QoZowo den Einflul der Z#higkeit des Fluids angibt. Re — oo
entspricht © — 0. Bei der 2. Gleichheitsrelation wurde (2.65) verwendet.
Fiir die 2. Impulsgleichung ergibt sich entsprechend

2
0 = 2 [Dulov) + Bulovrvn) + Byeud +p) + 20 (0u(30T(@ex)(0y) + 0y(30T (D)%)

1
g (Do7a1 + 9y70) } (2.67c)

Die Energiegleichung wird wie folgt umgeformt:
0 = e/ + 00 (v} (¢ + )+ 0y (Wh(e/ + 7)) — Dur(L'0,T) = 0, (L0, T)
— 0y (V1711 + V5Ty3) — Oy (V1721 05735)

+6' 0, (' T" (02 x)*v1 + (82 ) Dy x)v3)) + 8Dy (' T"((9rX) (B X)v1 + (9yx)?))
2

= DB et ou((e + o) + 0+ )] - LoD, (0u(20,7) + 0,(20,)
_“;753 (8 (01711 + var12) + By (V1721 + v2722))
+50it;T0 (002 (0T ((9ax)*01 + (92X) (ByX)2)) + 08, (T ((DeX)(Dx)v1 + (3yx)?))]
_ 9;2’3 [@e + 02((e + p)v1) + 9y ((e + p)v2) + 60: (0T ((Dex)*v1 + (BaX) (DyX)v2))

430, (0)(0)0 + (00%) + o — o= (O(LOLT) + 0,(LO,T))
=0z (v1T11 + vaT12) — Oy(v1721 + 1127'22))} : (2.67d)

Hier bezeichnet Pr := ”OLCVO die Prandtlzahl, eine materialabhéingige Konstante, die ein Maf fiir
den Wirmedurchsatz im System ist. Das Produkt Prandtlzahl mit Reynoldszahl wird mitunter
auch als Pécletzahl bezeichnet.

Die Gleichungen (2.20) gehen {iber in (2.67)(a-e), die Massenerhaltungsgleichung sowie die Glei-
chung fiir den Phasenparameter bleiben unverédndert, bei der Impuls— und Energiegleichung tre-
ten zusétzliche Vorfaktoren wie é auf. In der Impulsgleichung gibt es den zusétzlichen Vorfaktor
zo bei den neuen Spannungstermen. Alle Vorfaktoren gehen bei den numerischen Rechnungen
ein und dienen der Umrechnung zu den in der Anwendung auftretenden physikalischen Werten.

Es versteht sich, dafl berechnete Ergebnisse fiir alle Félle gelten, in denen die Vorfaktoren iden-
tische Werte annehmen, allerdings héngt die physikalische Interpretation der Ergebnisse von
diesen Vorfaktoren ab.
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2.9 Modellannahmen

Es folgt kurz eine zusammenfassende Auflistung aller fiir das System (2.20) gemachten Annah-
men.

e Das Gebiet ) sowie der Einstrom— und Ausstromrand sollen in der Zeit invariant sein.

e Es finden keine chemischen Reaktionen statt. In der thermodynamischen Betrachtung der
beiden Phasen treten keine chemischen Potentiale auf. Magnetische und elektrische Kréfte
werden vernachléssigt.

e Beide Phasen seien inkompressibel.

[ ] T1 = TQZ
Beide Phasen (Gas und Fliissigkeit) sollen dieselbe Temperatur besitzen (augenblicklicher
Entropieausgleich).

® p1=p2:
Zwei benachbarte Phasen besitzen denselben Druck (sofortiger Volumenausgleich).

e Im Modell ist keine Oberflachenspannung beriicksichtigt. Warme, die durch Scherung der
Grenzflachen entsteht, wird vernachléssigt.

e Beide Phasen sollen sich mit demselben Geschwindigkeitsvektor v bewegen.

e Die Dichte der inneren Energie des Systems sei eine Konvexkombination aus den Energie-
dichten der einzelnen Phasen: F = yFE; + (1 — x) E2. Entsprechende Aussagen gelten dann
fiir die anderen thermodynamischen Gréfien wie Entropie oder Gibbsche Freie Energie.

e Das Volumen einer Mischung zweier Phasen sei das Volumen der einzelnen Phasen gewich-
tet mit ihrem Massenanteil: V = xV; + (1 — x)Va.

e Die Wiarmeleitfahigkeit L sowie die Warmekapazitéten cy;, c,; werden als fiir jede Phase
konstant angenommen. Die Warmeleitfahigkeit L habe fiir Gas und Fliissigkeit denselben
Wert.

e Die Viskositatskoeflizienten p und v in der Definition von 7, die im allgemeinen Funktionen
von o, T und x sind, werden in dieser Arbeit konstant gehalten. Damit werden auch
numerische Probleme vermieden.

Wollte man zwei verschiedene Geschwindigkeitsfelder in das Modell einbauen, so miiite man die
Geschwindigkeitsverteilung dhnlich der Hagen—Pousseuille-Stromung in der Nihe einer Grenz-
schicht in Abhé#ngigkeit vom Durchmesser der Gasphase studieren. Es ist klar, dafl die Ge-
schwindigkeiten in der Ndahe der Phasengrenzen klein sind und von den Réndern weg zunehmen.
Diese Verteilungsfunktion in Abhéngigkeit der Phasengréfie miifite dann in das Modell integriert
werden.

Unabhéngig hiervon kann ein Auftriebsterm in (2.20d) integriert werden, der das Aufsteigen der
Gasblasen beriicksichtigt.

Im Anhang B.1 werden wir kurz einen alternativen Ansatz aus [23] vorstellen, der unterschied-
liche Geschwindigkeiten und verschiedene Driicke beinhaltet. Allerdings zeigt sich, daf3 dieses
Modell nicht physikalisch korrekt ist, da zum Beispiel die Impulserhaltung verletzt wird. Das
gerade angesprochene Problem der Geschwindigkeitsverteilung wird ebenfalls vernachléssigt.
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2.10 Entropieabschitzung

Nachfolgend beweisen wir die Giiltigkeit des 2. Hauptsatzes der Thermodynamik fiir das oben
angegebene System (2.20), was direkt mit der Existenz eines Lyapunov—Funktionals korrespon-
diert.

Dieser Abschnitt ist der wichtigste der gesamten Arbeit. Zusammen mit der Begriindung des
Termes —d0T Vx®Vx im Spannungstensor (Abschnitt 2.5) stellt er die physikalische Korrektheit
des Ansatzes (2.20) sicher.

Es sei auch auf den Abschnitt A.4 verwiesen, wo wir mit dhnlichen Methoden wie in diesem
Abschnitt die Giiltigkeit des 2. Hauptsatzes fiir die Navier—Stokes—Gleichungen verifizieren.

Wir beginnen mit der Berechnung von ds;, dem totalen Differential der Phase i fiir ¢ = 1, 2.

dSi = d(QZSZ)
= Sidoi + 0; dS;.

Unter Verwendung von (2.25) gilt

1 P
dS; = = dE; + = dV.
S 7 + V;

T
Es folgt:
ds; = Sidgi-l-%dEi-i-%?dVi
_ (si — p;/i) do; + % dE; + % d(0:Vi)
= (Si - p?Vl — ?) do; + % d(oiE;) + % dy;
_ —%Gl Ao+ o dei + & v

Wir schreiben (2.11) als
ds+ds = _ds;,

mit den zusétzlichen Entropietermen (vgl. Abschnitt 2.3)

N 1 5
§:=0 [2 (1= x)*+ 3 |VX|2] :

Durch Aufsummieren der gerade hergeleiteten Beziehung fiir ds; erhalten wir:

ds+ds = > ds;

1 1 P
= —=  do; + = = ) . 2.
72 Grdeit o de+ 7 A w) (2.70)
=0
Jetzt nutzen wir die Beziehung
% Qi
doi = —do+od(=)

o 0

= xido+ odyx;
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aus und beachten dx; = —dyx2. Es folgt:

- 1 1
ds +ds = —7 zi:XiGi do + T de — % (G1 — Go) dy. (2.71)

Wir nehmen nun an, dafi die fiir thermodynamische Prozesse verfiigbare Energie nicht von v
abhingt. Fiir v = 0 geht de in (2.71) iiber in depos.

Fassen wir die entstehende Gleichung der totalen Differentiale als Beziehung im Phasenraum auf,
in welchem wir die 9,—Terme getrennt vergleichen kénnen, so erhalten wir nach Aufintegrieren:

/8ts - / Dyenon — Z XiGi Oho — 2(G1 — Ga) Bx — Bi3). (2.72)

Wir leiten nun nachfolgend eine Beziehung fiir & djepot aus (2.20) her. Wegen

2
Oe = 0y (epot + §|v|2> 8t6pot +v- 815(@1)) — |7 Oy 0 (2.73)

und (2.21) gilt:

T t€pot = T tQ i v
Q

I\2

—— div(—gv®@v +T) — d1v(gv) + dlv(LVT (epot + = |v\2 ~)v)}.

KD\K)

Integrieren wir dies partiell, so folgt:

Q/;atepot = /{—gv@vzv(;)Jrf;v(;)JrV(';T)-Qv}

Q
+/[—LVT v(—)+ep0w v(%)+§| 20 v(%)—r v v(%)}
Q
—i—/[gv@v:%-ﬁ—f % fi—‘;};gv fi}
o0
*/[}WTﬁ (epor +  [of* = )5 -

= / IVT‘Q —|—; VU+€potU V(l)] +/ [_epot Y +L E}ﬁ (2'74)
N

Diese Beziehung ist dieselbe wie fiir die Navier-Stokes—Gleichungen, nur wurde I' durch I ersetzt.

Wir formen nun den Term —% i xiGi Orp aus (2.72) um. Es gilt:
1 1 .
/_T ZXiGi oo = /f ZXiGz‘ div(ov)
Q i Q i
1 1 .
= /_V(T ZXiQ’) - (ov) + / T ZQiGiU‘n
(2 o0 (2

Q
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1

- /[ S e V(z) - o0 T AT~ - S0

+/ T Zgle . (2.75)

Wir vereinfachen dies weiter. Fiir den ersten Integranden in (2.75) gilt:

[~ St 5(3) - [ [ ewar 9(3) - 575 ).

Q

Der dritte Integrand in (2.75) ergibt:
v v .
/—T‘Zgi 0G; = /_T (Vp—(s+3)VT).
Q ¢ Q

Dies ergibt sich aus dG; = —5; dT'+ V; dp und >, 0;V; = 1.

Wir erhalten also
/_11“ ZXiGiaﬁ@ B /[—epotv'v(%)—%gv ZGVXz pv- V( ) %-Vp}
QO (2
+/T ZQZ iU - 7.

Setzen wir dies in (2.72) ein und nutzen die Gleichung (2.74) fiir die zeitliche Anderung der
potentiellen Energie aus, so erhalten wir:

_ |VT\2 v g
/ats = / T2 : Vo —*dIV”U—p”U V( )_T‘VP_atS}
+/ —G2)(v- VX +0x) —60VX ® VX : Vv}
LvVT
+/ ZQ@' i epot}% ’f_i+/ - 7. (276)
ot

n (2.76) bemerken wir sofort, daf3

/[—%divv—pv-V(%)—%'VP]Z/—diV(P%):/—p%‘ﬁ-
0N

Q Q

Fiir die Randintegrale erhalten wir:

/{ZQiGi_epot}%'ﬁ_/p%'ﬁz (s+8)v-

a0 ¢ 80 0

Wir schreiben nun Beziehung (2.20d) als

1 1 .
T(Gl —Go)=—< (Ox+v-Vx)—W(x)+ ’ div(do V).
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Einsetzen in (2.76) liefert:

VT|? _
/875 = / L’ T2| :Vo+eo (O +v- Vx) 8755]
+/ QW’ —div(de VX)) (Oix +v-Vx) —doVx @ Vx : Vv]
/ L VT 7. (2.77)

Wir formen nachfolgend den Ausdruck (oW’ (x) —div(6oVx))(drx +v - V) aus (2.77) systema-
tisch um. Wir beginnen mit den d,x—Termen. Wir bemerken die Identitéten

Jew' e o= [eowio= [ [oew(0) =W ol
Q Q Q
und fiir den Divergenzterm

/_at<29 Vxl?) =

Q

o)
[— §|V><|2 Ao — 60 Vx - Vﬁtx}

o L
[ = SIVX? o+ dolsx D+ 60V V] — [ 0.0 Vi
o0

St

5 .
[— §|V><|2 Oro + Opx div(do Vx)} - /59 ox VX -

I
O O O

Aus diesen beiden Identitéiten ergibt sich:

/ [0 () — div(s0 V)] Ok = / [~ 500+ 0] - / 50 V- . (2.78)
Q Q

Einsetzen von (2.78) in (2.77) ergibt die Beziehung

VT|?
/ats — / L|T2| —:Vu+eo(Ox+v- Vx)}
+/ QW’ —div(6o VX))v - Vx —00VX®@Vx:Vo—Sdo—v-Vi—3 divv}
T
—/sv-ﬁ+ / — 00 Ok Vx—l—%} 7. (2.79)
Hier wurde
/ —5v -1 = /—div(év) = /—v -V§ — s dive
o0 Q Q
verwendet.

Nun formen wir (oW'(x) — div(0oVx))v - Vx aus (2.79) um. Dazu bemerken wir:

/QW’(X)VX 0= / [V(eW(x))-v—=W(x) Vo-v|

Q Q
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und

/—v : V(g@ \VX\Q)

Q

)
[ = 5IVx? Vo v =37 dgvi V- Vo]
1)
[ = 5IVXI* Vo v+ ) 00ix View) - Vi + Z Sov; (%XAX]

—/Zégvi O Vx - 7.
o b
Auflerdem gilt
/ [Z 00;x V(ov;) - Vx + Z 0 0v; Bixﬁx} = / {(SQVX ®@Vx:Vu+wv-Vydiv(de Vx)}.
Q ¢ i Q

Daher erhalten wir

/{QW’(X)—div(égVX)}v-Vx = /[&QVX@V)(:VU—SVQ-U—H)-VE}
Q Q

- / 5o(Vy - 7)(Vx - v). (2.80)
[2)9)

Setzen wir (2.80) in (2.79) ein und beachten

/[—S’@tg—§divv—§VQ'U} =0,
Q

so erhalten wir das Ergebnis:

T2
/@S +/sv'ﬁ = /{L|V | —}-T'Vv—i—eg(atx—i—v-VX)ﬂ
Q o0 Q

T2 T
LVT
T

—/Q(atx+v-vx) 5V - i +/ i (2.81)
o0

o0
Dies ist die gesuchte Abschéitzung.

Zunichst halten wir fest, dafl ¢ und T immer positiv sind, falls dies fiir die Anfangs— und
Randwerte gilt. Dies ist ein Ergebnis des lokalen Existenzsatzes in Kapitel 3. Existiert sogar
eine globale Losung, so iibertrégt sich die Positivitéit von ¢ und T auf die globale Lisung.

Der 2. Hauptsatz ist erfiillt, falls d,s > 0 fiir ein geschlossenes System gilt. Wir sehen: LWTTQ‘2
beschreibt die Entropieproduktion in Folge der Wirmediffusion, genau wie der Produktionsterm

co (Orx+v-Vx)? in Folge der Anderung der substantiellen Ableitung von y ist er immer positiv.

Der Term 7 : Vo beschreibt die in Warme dissipierte Bewegungsenergie. Auch dieser Term ist
immer positiv. Definieren wir den Tensor

1
fz‘j = 5 (&'vj + 8]'1)1‘) ,
so folgt fiir den Dissipationsterm:

7:Vv = MZ (&-vj + 8j'l}i)6j’l)z‘ +v (diV'I}) Z 8jvi (Sij
i3 2
= puy 2fi))P+v D fur Y fijbis)
%] k 1,J
= 2> (fi)*+v (O fa) (2.82)
i i
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Durch Hauptachsentransformation 148t sich der symmetrische Tensor f;; auf Diagonalgestalt
bringen und wir sehen wie behauptet 7: Vo > 0 fiir die in der Definition von 7 angegebenen
Bedingungen v > —p fiir d = 2 bzw. v > —% p fir d = 3. Fir f;; = 6;; und v = —% wird der
Ausdruck in 3 Raumdimensionen genau Null.

Fiir ein geschlossenes System verschwinden in (2.81) sv und LVT auf 0Q2. Wihlt man fiir x
Neumann-Randwerte oder y = const auf 0f2, so sind auch die iibrigen Randintegrale in (2.81)
Null.

Ferner bemerken wir eine Ubereinstimmung mit (2.2): im bewegten System veréindert sich der
Ausdruck [(9;x)? zu [(0yx +v-Vx)?, da das Inertialsystem sich nun mit der Strémung bewegt.
Q Q

Die Abschétzung (2.59) zeigt exemplarisch, wie man durch Einsetzen festgelegter Zustandsglei-
chungen die Entropieabschitzung unmittelbar gewinnen kann.

Wir halten fest, dal mit (2.81) die Giiltigkeit des 2. Hauptsatzes der Thermodynamik fiir unser
System (2.20) bewiesen ist. Der Beweis verwendet nicht die spezielle Definition von W, so daf
die Entropieabschétzung auch gilt, wenn wir W durch W aus (2.60) ersetzen.

Bemerkung 2.2:

Die Impulsgleichung geht bei der Entropieabschitzung nur in Formel (2.73) ein zur Gewinnung
einer Gleichung fiir Oepot. Ist v = 0 in €2, so folgt direkt d;e = 0; epot, und ohne die neuen Terme
im Spannungstensor erhalten wir

LvT

/6ts = / {L‘VTJ;P +¢ep (Gtx)z} + / [— 0o Oyx Vx + T} - 7.
Q Q a0

Der 2. Hauptsatz der Thermodynamik ist also fiir ein geschlossenes System und v = 0 ohne
Hinzufiigen neuer Terme zum Spannungstensor erfiillt.

Bemerkung 2.3:

Wie die obige Entropieabschéitzung zeigt, gilt der 2. Hauptsatz fiir ein System mit [ > 2 Phasen,
falls jede der [ Phasen identischen Druck p und Temperatur T besitzt. Der Ansatz (2.20) liefle
sich also naheliegend in dieser Form verallgemeinern. Man miifite lediglich eine entsprechende
vektorwertige Version der Allen-Cahn—Gleichung einsetzen.

Bemerkung 2.4:
Gleichung (2.81) liefert eine a-priori-Abschétzung fiir die Losung U von (2.20), die aber erheblich
verbessert werden kann.



Kapitel 3

Lokale Existenz und Eindeutigkeit
der Losung

In diesem Kapitel wollen wir fiir das System (2.20) einen lokalen Existenzsatz herleiten. Die
wesentliche Aussage ist Satz 3.1. Der Beweis verwendet den Schauderschen Fixpunktsatz. Die
Findeutigkeit der Losung folgt aus einem Energieargument, indem man das Lemma von Gronwall
auf die Differenz zweier Losungen anwendet, siehe Abschnitt 3.6.

Die verwendeten Techniken finden sich in [20], wo ein &hnlich lautender Satz fiir die Navier—
Stokes—Gleichungen bewiesen wird.

Es ist wichtig zu bemerken, dafl die Frage nach der globalen Existenz einer Losung fiir die
Navier—Stokes—Gleichungen im allgemeinen Fall (i.b. bei vorhandenem Einstromrand und nicht-
barotropem Fall (d.h. p hingt auch von 7" ab)) nicht endgiiltig beantwortet ist.

3.1 Neuformulierung der Gleichungen

Um die Methoden aus [20] unmittelbar anwenden zu kénnen, formulieren wir die Gleichungen
(2.20) um.

In diesem Kapitel verwenden wir andere Bezeichnungen als im iibrigen Teil der Arbeit. Tiefge-
stellte Indizes bezeichnen immer die partielle Ableitung nach der subskribierten Variable.

Sei  ein beschrianktes Gebiet wie oben, T > 0 eine Endzeit, Q7 := Qx (0,7, X7 := 002x(0,T).
0 sei die Temperatur, u das Geschwindigkeitsfeld.

Es bezeichne x die Warmeleitfahigkeit, p und A seien Viskositétskoeffizienten. D.E.h. seien
K, ¢y, pund A Konstanten. Wir definieren

—Au = pAu + AVdivu.

Wir schreiben dann System (2.20) als (¢ = 090 Vx ® V)
Finde in Q die Lisung U = (9,u,0,%)" des Systems

ot +u-Vo+ odivu = 0, (3.1a)

o(ur +u-Vu) = —Vp— Au — div(, (3.1b)

cvo(Oy +u-VO) +pdivu = kA0 + %Z(@iuj + 0jui)* + (A — p) (dive)? — ¢ : Vi, (3.1c)
aJ 1%

e(xit+u-Vy) = By + ; div(6o V) (3.1d)

36
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mit den Anfangswerten
(Qvuaev)()('ao) = (907u07907X0> in

und den Randwerten auf Xr

= 7,
6 = @,
X = X
sowie auf Ry
0= 0r.

Ferner gelten auf 02 die Vertraglichkeitsbedingungen

ﬂ(vo = o,
0(-,0) = 6o,
Y(ao = Xo-

Wir vereinbaren:

0= ][90,
Q

m = min gy, M :=max gy,
Q Q

f3 := min 0y, 604:= max 6O,
Q Q

X1 = min xo, X2 :=max Xo.
Q Q

Zuerst zeigen wir die Aquivalenz von (3.1) mit der urspriinglichen Formulierung (2.20).

Die Aquivalenz der Kontinuititsgleichungen folgt direkt aus div(ov) = v - Vo + odive. Zur
Umformulierung der Impulsgleichung schreiben wir den Spannungstensor wie in Kapitel 2 in der
Form

Tij = [ (Oluj + 8Juz) + v divu 51]

Eine elementare Rechnung zeigt, dafl

divrt = pAu+ (v+ p) Vdivu
= —Au.

Dies erklart die Defition des Koeffizienten
A=V 4+,

der nach den Defintionen in Kapitel 2 (v > —% fiir d = 3 und v > —pu fiir d = 2) positiv ist.
Gehen wir von Gleichung (2.20b) aus, so ergibt sich (3.1b):

0 = 9J(ou)+div(ou ® u) — divr + Vp + div¢
= ou; + ou- Vu+ Au+ Vp + div(.
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Einsetzen der Beziehung e = ocy 0 + £ |u|? in die Energiegleichung (2.20c) liefert zunsichst

2
_ <Cv9 + \u2> div(ou) + cvo Oy + ou-uy = rAO + div(ru) — div(¢u) —u-Vp —u-0cyVo
—p divu — u - pcy VO — pey 0 divu — div(g |ulu).

Lost man auf der linken Seite div(gu) auf und beachtet

div(g lul?u) = olul? Vu + “22 div(ou),
so vereinfacht sich die Gleichung zu
cvo (0 +u-VO) + p divu = kA0 — pu - uy + div(Tu) — u - Vp — olu|?* Vu — div(Cu).
Setzen wir die gerade hergeleitete Impulsgleichung (3.1b) ein, so folgt

cvo (O +u- V) +pdivu = kAO + div(Tu) + u - Au+ u - div( — div(Cu). (3.2)

Mittels Transformation wie in (2.82) gilt:

u-Au+div(ru) = —div(r) - u+ div(ru) = Z Tij Oju;
i,J
= MZ(ain + @uz) Gjui + v divu Z 8jui (Sij
ij ij
- g S (B + 9jui)? + (A — p) (divu)®.
ij
Setzt man dieses Ergebnis in (3.2) ein und beachtet noch div(¢u) = u - div( + ¢ : Vu, so gilt
cyo (O +u-VO) +pdivu =k A + ? Z(@u + 9ju:)? + (A — p) (divu)? — ¢ : Vu
2 — (Zad] J . 9
ij

also Gleichung (3.1c).

3.2 Transformation des Problems

Um die Randterme leichter handhaben zu konnen und um Séatze iiber Funktionen mit Mittel-
wert Null oder Randwert Null anwenden zu konnen, ist es zweckmiflig, das Problem (3.1) zu
transformieren.

Als neue Variablen fiithren wir ein:

o = Q_@v
v o= U —u,
w o= -0,
£ = X—X

Man erhélt dann das System:
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Finde die Lisung (o,v,w,&) von

0

(0 +70) v + Av

(0 +0)cvwr — KAw

g€ — 01—&—9 div(d(o + ) V&)

mit den Anfangs— und Randwerten

£
v(t =0)
w(t=0)
o(t=0)
§(t=0)

o+ (v+a) - Vo + (0 +2) div(v + ), (3.3a)

~Vp—Au— (0 +0)[a+ (v+7) - V(v+1))
—div(d(o +0)(w+0) V(E+X) @ V(E+X)), (3.3b)
% 2_@Oi(v+a) +05(v + u)')?

5]

—p div(v +7) — (6 +2)ey [0 + (v +7) - V(w + 0)]
(e +D(WwH+O) V(E+X) @V(E+X): V(v+1)

+(\ = p) (div(v +7))? + kA, (3.3c)
1 _
———(G1 = Ga)(o+2,w+0) - W'(+X)
w+0
e [+ (v + ) V(€ + )
1
+—— div(d(c +2) VX) (3.3d)
o+0
0 auf Xp,
0 auf Xp,
0 auf Xp,

vo = up —u(0) in £,

wo =0y —0(0) in Q,

o0 =00—0 in{,

& =xo0—x(0) in Q,

o1 =01 —0 auf Ry x(0,7).

3.3 Abschitzung der linearen Gleichungen

In diesem Abschnitt zeigen wir Abschétzungen fiir die linearen Fassungen der Gleichungen (3.3).

Die in diesem Abschnitt als gegeben angenommenen Funktionen F', G und H werden im folgen-
den Abschnitt definiert und bestimmen sich aus den rechten Seiten von (3.3).

Wir beginnen mit dem linearen Problem

Finde zu 0 < T < 0o und gegebenen 0, F' und vy die Losung v von

ovy+Av = F in Qp, (3.4a)
v = 0 aufXp, (3.4b)
v(-,0) = vy in . (3.4c)

Die folgenden Lemmata 3.1, 3.2, 3.3 und 3.5 mit Beweis sind aus [20] entnommen.

Im ganzen Abschnitt bezeichnen wir mit ¢, ¢;, C;, ¢ € IN Konstanten, die maximal von
Q, pu, A, k, 0, my, M, 03, 04, X1, Xo, € und § abhéingen, aber nicht von T
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Lemma 3.1:

Sei N € C3, 5€ L>®(Qr), 0< < B < o(x,t) <2M fast dberall in Qr,

4(-,0) € L®(Q), 0 <m < 5(-,0) < M fast iiberall in Q, Vo € L*(0,T; L3(Q)),
or € L*(0,T; L3(2)), F € L*(0,T; H'(2)) N L*(0,T; LQ(Q)),

F, € L?(0,T; L*(2)) und vy € HO(Q) [F(0) — Avg]/3(0) € HE (D).

Dann gilt fiir die Losung v von (3.4): v € L*(0,T; H3(Q)) N C°([0,T]; H?()),
vy € L2(0,T; H?2(Q))NCY([0,T); HY(R)), vy € L?(0,T; L*(2)) und

HUH%OO(O,T; g2y + HUH%Q(O,T;H3) + Hvt”%OO(O,T;Hl) + Hth%Q(O,T; g2 T Hvtt”%%o,T; L2)

F(0) — Avp |?
< a [ IFIeor ) + 1w 2 + (1512, 12 +H@(0)

)

(1+ ”ét"%Z(o,T; 3 T HvéH%%o,T; L3) ) exp(c1 H@tH%%o,T; L3) )} (3.5)

Hl

Beweis:
Differenziert man (3.4) nach ¢, so gilt mit V' := dyv:

Vi+ AV + 5V = F, in Qr, (3.6a)
F(O) - AUO .

V0) = ———— inf. 3.6¢

(0) 0 (3.6¢)

Multipliziert man (3.6a) mit V; + eg AV fiir g9 € IR" geeignet und integriert auf, so erhélt man

/(@tV +0Vi + AV)(Vi + g0AV) = /Ft (Vi + e0AV).
Q

Multipliziert man die linke Seite aus und wirft alle Terme mit dem Faktor ¢;V nach rechts, so
gilt

J@W 4208 Vi AV + AV Vit |AVE) < [ B Vit 20AV) + | [ 6V (Vi + 204V,
Q Q Q
Der Term g¢g V; - AV wird ebenfalls auf die rechte Seite gebracht.

Eine elementare Rechnung unter Verwendung des Satzes von Gauf} ergibt, da V' = 0 auf 02 ist:

/AV V= /(—MAV _AVdiVY) -V

(u VV - VVi + A (divV)(divls))

I
R~ ©

A
- %/8t|VV\2+§ /8t]divV\2.
Q Q

Man erhélt dann:

m 2 wod 2 77-/ 2 / 2
: Q/|v,f| "y [TV g [liee v

< Bz Vil + <o [[Flr2@) 1AV 2@

220 [Villay 14V Iy +| [ @V (Vi+e0 AV)|
Q
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Fiir g hinreichend klein, z.B. g9 := 5577, kénnen wir mit der Youngschen Ungleichung
||V}||%2(Q) und HAV||%2(Q) links absorbieren. Das Ergebnis lautet:

d
IV By + D vV + Vil + 1AVIEsg
< ¢ ||Ft||L2(Q) ] [avi+eav).
Q
Mit der Einbettung von H?(Q2) — L5(Q) und der Poincaré-Ungleichung mit Mittelwert Null
(vgl. [8][S.164] oder [2][S.151]) kénnen wir das letzte Integral abschétzen:

| [aviteoaV)| < 19Vl el (il + 14Viizz) )

IN

¢ HVVH%,?(Q) Hét“%3(9 ”Vt”L2 () + HAV”L2
Wir erhalten also:
d -
T IVVIZ2q) + IVillZ20) + AVIF2) < clIF72q) + IVVIT2@q) 075y ]- (3-7)
Im besonderen folgt daraus

d ~
o IVVIZ2q) <c [ IFlZ20) + IVVIZ2q) N2tll7s 0 }

Durch Aufintegrieren in der Zeit folgt:

t
IVVIZee) = IVV0)ll72(q +C/( IFl oy + IVVIZ2q) l0tlZs(q) ) ds

IN

(VO g + / IRl ds+ / IVVI220) Nl ds)-
0

Mit dem Lemma von Gronwall (siehe z.B. [22]) ergibt sich:

T
IVV #3200y < e CIVOEnq + 13207 12 ) exp (e / l6()|125q ds)-
0

Wegen V(0) = [F(0) — Avg]/0(0) erhalten wir

Vs < € (IR s, o) + | mgi ) e lalagm ) (39
& & O™ ot

Da A ein strikt elliptischer Operator ist, gilt HAVH%Q(Q) ~ HV||§{2(Q) und HAVH%l(Q) ~
V1135 () » siche [8], Theoreme 9.17 und 9.19. Aus (3.7) ergibt sich daher nach Aufintegrieren:

T
c (VD@ — IVOlFneg ) + ¢ /( Vi) 2y + 1V()F2(q) ) ds
0

T
< o [ BBy + 19VI3a) 25, ) ds
0
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Es folgt:

WVilZao, 22y + V1220 2y < ¢ IV + 1F 2200, 12 )

T
te [ o) By V)3, ds
0
Mit dem Lemma von Gronwall folgt:
F(0) — Avp |I? N
”%H%Z(O,T; L2) + HVH%2(07T; H2) S C( ’@(O) H1+ HFtH%Z(QT; L2)> exp(c HQtH%2(07T; L3) )

(3.9)
Nach (3.4a) gilt:

D 1o 22y + IVI2oirs 22y )

IN

c(
¢ [ IF R <oz 2)
2
_|_

F(O) — A'Uo

(10, 2+ [“ | ) expte N, )] (3:10)

Hl

IN

c |: HFHL2(O,T; HY) + ||v§ VH%2(07T; L2)

F(O) - A’Uo 2 ~
(|0 1 i ) e Nadioors )31

HA’UHL2(0,T; H1)

Bei diesen beiden Abschétzungen gehen (3.8) und (3.9) ein.

Zur Vereinfachung von (3.11) bemerken wir

T
IV VIdsor sy < ¢ [ IVES)Rse VOB ds
0
N F(0) — Awg |I?
2 2
~exp(c [|2el172 (0.7, ) )- (3.12)
Aus (3.8), (3.9), (3.10), (3.11) und (3.12) folgt Behauptung (3.5). O
Als néchstes betrachten wir das lineare Problem
Finde zu 0 < T < oo und gegebenen 9, cy, k, G und wy die Lisung w von
cyowy — kAw = G in Qp, (3.13a)
w = 0 aufXp, (3.13b)
w(-,0) = wp in Q. (3.13¢)

Indem man wie in Lemma 3.1 vorgeht und statt Av den Term —x/Aw betrachtet, erhilt man:
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Lemma 3.2:

Sei 00 € C3, 5 € L*>®(Q7), % o(x,t) < 2M fast dberall in Qr,

0(-,0) € L>®(Q), 0 <m < g(, 0) < M fast dberall in Qr,

Vo € L?(0,T; L3(Q)), or € L*(0,T; L3(2)), G € L?(0,T; H' ()N L>(0,T; L*(%)),
Gy € L*(0,T; L*(Q)) und wo € HE(Q), [G(0) + kAwo]/8(0) € HL().

Dann gilt fir die Lésung w von (3.1 ) w e L30,T; H3(Q))NnCo%0,T); H*(Q)),

wy € L2(0,T; H?(2))NCO([0,T); HY(Q)), wy € L*(0,T; L*(Q)) und

HWH%OO(O,T; g2 T HWH%%O,T; w3 + Hth%oo(o,T; )y + Hth%m,T; m2) T Hwttﬂiz(oj;p)
G(0) + rlwy |
cv0(0)

)

(14 ||v§||%,2(0,T; L3) + ||§t||%2((),T; L3) ) exp(ca ”@t”zm(o[f; LS))]- (3.14)

< ¢ [ ||GH 2(0,7; H) + ||G”Loo(07T; L2) + ( ||Gt||%2(o,T; r2) T H )
H

Nun betrachten wir das lineare Problem

Finde zu 0 < T < 0o und gegebenen oo, og und @ die Lisung o von

or+a-Vo+odivi+odivi = 0 in Qp, (3.15a)
o(,0) = o¢ inQ. (3.15D)

Dabei ist o = f 00 > 0 eine Konstante.

Fiir den Fall, dafl kein Einstromrand vorhanden ist, gilt folgendes

Lemma 3.3:
Sei 0Q € CY, w e LY(0,T; H3(Q)), @-n >0 auf Xr und o9 € H*(R).
Dann existiert eine eindeutige Losung o € C°([0,T]; H*(Q)) von (3.15) und

lollzoeor; 52y < (lloollmz) +ea l[@llor; 13y ) exples [[@llor; 13y )- (3.16)
Falls ferner @ € C°([0,T); H*(Q2)), dann gilt noch oy € C°([0,T]; H'(Q)) und

||<7tHL°°(0,T; H) < Hﬁ”LOO(o,T; H?2) [ ( HUOHH?(Q) +c3 Hﬂ”Ll(O,T; H3) )
exp(cs [|allpior, g3y ) +1]. (3.17)

Zusatz: Falls noch @-n =0 auf X7 und f0o¢9 =0, so fo =0 fir alle t € [0,T].

Beweis:
Zusatz: Aus (3.15a) folgt:

also

/J(t) = /00 =0 fiir alle t € [0,7T].
Q

Q
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Die Existenz einer Losung folgt mit der Methode der Charakteristiken. Wir miissen vor allem zei-
gen, daf o € CY([0,T); H?(2)) und nicht nur o € L>(0,T; H%(Q)). Betrachte die gewthnliche
Differentialgleichung

—Ul(t,s,z) = alt, Ut,s,z)), s, tel0,T], zeQ,
U(s,s,z) = x fiirallese[0,T], z € Q.

Die Losung U ist in C°([0,T] x [0,T]; H?(S)), siehe [3].

Wir beweisen nun (3.16). Multipliziert man (3.15a) mit o und integriert auf, so gilt:
/(O’t +a- Vo + o diva+ g diva)o = 0.

Q

Es folgt

d 1
al—/|0|2 /O’ diva + go diva) — 3 /ﬂ‘V(O’2).

Q

Da nach Voraussetzung {2 keinen Einstrémrand besitzt, gilt fiir das letzte Integral:

1 ~ 2 1 o~ 2 1 /~ 2 1 / c~\ 2
— . = — — — . < —
5 /u V(c?) 5 /(dlvu)a 5 | @not sy (diva)o“,

Q Q o Q

1d 1
) %/W <5 /|diva| 0?43 /|a| \diviil.
Q Q Q

Mit den 1. Ableitungen verfahren wir genauso:

also

/V(Jt+ﬂ-VJ+0divﬂ+§divﬂ)-Va:();

und da es keinen Einstrémrand gibt, folgt wieder:

5o /|v 2 < [IVol* (Val + |divil) + 2 [Vdivi[ Vo
Q

IN

¢ lallmz) (lloltng +2llollme))-

Auch die 2. Ableitungen behandeln wir auf dieselbe Weise. Wir erhalten dann:

—_
Q.‘Q‘

9 H‘7||12L]2(Q) < c ||l s ( HUH%JZ(Q) +2 ol )-
Dies liefert

d -
o lollaz@) < c(@) lallas@) +cllallm @) llollaze

Aufintegrieren in der Zeit ergibt fiir t € [0, 7T:

T T
le@llrz@) < lo0)la2@) +C/ [a(s) ]| () d8+0/ [a(s)l sy Nlo(s)llmzi) ds.
0 0

Mit dem Lemma von Gronwall folgt hieraus unmittelbar Beziehung (3.16).
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Zum Beweis von (3.17) bemerken wir, dafl nach (3.15a) gilt:

< Nallgr) llollmz@) + lollar) lilme) +2 il
< Nallgz@) 2 llolla2@) +0)
< clliflgz@) (lollaze) +1)-

ot]l 71 (o)

Daraus ergibt sich (3.17). O

Nach Zerlegung von % div(de V&) betrachten wir schlieBlich das Problem (B¢ := —dAE)
Finde zu 0 < T < oo und gegebenen e, 9§, 9, H und & die Ldsung & von

e&+BE = H+6V(Ing) VE in Qp, (3.18a)
£ =0 auf Y, (3.18b)
£6,0) = & in Q. (3.18¢)

Lemma 3.4:

Sei 0Q € C3, V(Ing) € L>=(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; HY(Q)), V(Ing); € L*(0,T; L3()).
Sei H € L*(0,T; HY(Q))N L*>(0,T; L*(Q)),

Hy € L*(0,T; L3(Q)) und & € H(Q), [H(0) +0V(In §(0)) - V& — B(0)&] € H(€).
Dann gilt fiir die Losung & von (3.18): € € L2(0,T; H3(2)) N C°([0,T); H?(2)),

& € L2(0,T; H*(Q))NCo%[0,T); HY()), & € L2(0,T; L)) und

HfHLoo o1 H2) T Hf“m or; H3) T H&HL00 o1 HY) T H&HB o1 H2) t ”gttH%%O,T; L?)
)+ 0V(Ing(0)) - V& — Bép |12
< 05{ ||H||L2 o1 HY T ||HHL°°(0T 2 T [H ‘

€ H(Q)
+ 1 Hell 2207, 12y + IV o0 2y + IV )2l 20,1, 12y
+ IV ) 2a 07, 1)) (N0l + I1H 2200, 12))]
cexp (¢ [|V(.8) 220 7 12) ) }- (3.19)

Beweis:
Wir miissen den Beweis der fritheren Lemmata modifizieren, da die rechte Seite erweitert wurde.
Zunéchst leiten wir eine a-priori-Abschitzung her.

Multiplizieren wir (3.18a) mit & + &g BE, g9 € IRT geeignet und integrieren auf, so folgt

[l + (ce0+ 1) 6B + 20 BEP) = [ +69(nD) - T¢) (6 + 20B6).
Q Q
Mit dem Satz von Gauf ergibt sich
[moa = [
Q Q
/

N / SVE - Ve
Q

| VE2.

RS
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Daher gilt:

1)
/(€|€t\2 +5 (e +1) HVEP +e0 |IBEP) < | Hlz2) Iz +20 1H 2 1BEl 2@
Q
+6 VI o)l 2y V€2 (léell2) + €0 1BEll L2 ) )-

Mit der Youngschen Ungleichung absorbieren wir die Terme ||§t|]%2(ﬂ) und || BE|%, () links
und erhalten:

d -
¢ 2 IV + Il + IBE 2y < e (NHIBagy + IV 32 V€122, )-
(3.20)
Im besonderen folgt daraus:

d -
7 IVED L2y < e CIH L) + VD) T2q) [1VEIT2(0) )
und nach Integration in der Zeit:
€12 oz arry < e ClolZniey + 1E 20, 12 ) exp (€ IV ) 2o, poy ) (3:21)

Aus (3.20) ergibt sich noch:

¢ (IVED oy — V€022 ) + / 16 Bay + I1BES)2aq ds

T
< CHHH%2(0,T;L2) ‘|‘C/ IV(na(s)ll 2 Hv§(8)”%2(5’2) ds.
0

Wegen der strikten Elliptizitdt von B erhalten wir mit dem Lemma von Gronwall die a-priori—
Abschitzung

I€elT207 22y + NENZ20.0, w2y < € (€0l Fiy + IH 207, 2)) exple IV d)Z20 1 12y )-
(3.22)

Wir vereinbaren fiir das folgende die Abkiirzung X := &;.

Um stéirkere Abschitzungen herzuleiten, differenzieren wir (3.18a) nach ¢, multiplizieren mit
(Xt 4+ e0BX) und integrieren iiber 2. Dann gilt:

/(€!Xt|2 + (ee0+ 1) Xy BX + 20 [BX[*) < || Hillr2(0) 1Xellz20) + 20 [ Hillz2(0) 1BX |20

0 IV d)ellrz) IVEIL2 @) I1Xellze@) + 020 IV o)l 20 V€2 I1BX 120
+0 V(I o)l 20y IVXIlz2) [ Xellz2@) + 00 [V(Ino)llr2) IVXIlL2@) 1BX o) -

Nach partieller Integration von X; BX wie oben, Verwendung der Youngschen Ungleichung und

fiir g9 := § ist

d -
X320y + ¢ 5 VX a0y + 1BX oy < e CMHBaoy + IV000) 1300 1951320
+ V(0 0)e)17: g ||Vf||L2(Q) ). (3:23)
Im besonderen folgt daraus nach Integration in der Zeit:
HVX(t)H%ﬂ(Q) < HVX<O)H%2(Q) t+c (HHtH%%o,T; 2) T Hv(ln@tH%%o,T; L2?) HV§”%2(0,T; L2)
IV 8) 2oz 12y VX 2o07: 12) )
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also mit Hilfe der Abschétzung (3.22) und dem Lemma von Gronwall:

||X||%oo(0,T; H1) < cf HX(O)H%II(Q) + ||Ht||%2((),T; L2) + [|[V(Ing); ||%2 0,T; L2)
Bz, 12y + 16000y )] exp (e 19000 8)[a0.7 ) )(3:24)

Aus (3.23) ergibt sich noch

IVX (D)2 — IVXO)I72 +/ 1Xe(s)Z20) + 1BX(3)]172(
< c [ ”Ht||L2 0,T; L2) + Hv(1n9)||[,2 0,T; L2) ( HH”%%O,T L?) + ||£0H?'—[1(Q) )
cexp (¢ [V o) 2201, 12y ) + IV Iz 7, 12y IVXZ207, Lz)}

Mit der strikten Elliptizitit von B und dem Lemma von Gronwall folgt

120 12y + X120 sy < LIXO By + 1Hel 20z 12y
V320 g2y (IH 2oz 12y + 003y N exp (e V(0 Baor, 1) )- (3:25)

Wegen
H +6V(lnp) - V¢ — BE
€

X=g=

gilt

IBEI oo 2y <€ (NH oo 22y + 1X 1207 12
+ ||V(ln @)H%oo(o,T; L?) ”VSH%OO(QT; L2) )v

und unter Verwendung von (3.21) und (3.24):

€1 o0 0,7 112y < C<HH”%°°(O,T;L2) + X O + 1HlZ2 07, 12
+ (VW) o, 2y + IV 0)elZ20.1, 12y) (N0l + 1H 72007, £2) )]
cexp (e [V )27, 12) ). (3.26)

Genauso erhalten wir

HBgH%%o,T; Yy = ¢ HHH%Z(O,T; gy T HXH%Z(O,T; oy + [V (In é)H%?(o,T; HY) vaui2(o,T; H) )

und mit (3.22) und (3.25)

Hf”%Q(O,T; sy <€ { HHH%%O,T; my HX(0>H§{1(Q) + HHtH%z(o,T; 2y T [IV(n @H%z(oj; HY)
o o) + 160l Nexp (@ V108 Bars 1 )} (3:27)

Die Abschétzungen (3.24) bis (3.27) liefern den Beweis fiir (3.19). O
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3.4 Formulierung der Fixpunktiteration

Um den Schauderschen Fixpunktsatz anwenden zu konnen, definieren wir fiir Konstanten B;
und Bo, die spéter spezifiziert werden, die Menge
Rp:={ (8,6,3,€) | 5 € C((0,T); HX(Q)) N L*(0,T; H¥(Q)),
o € L0, T; HY(Q))NL*(0,T; H*(Q)),
&€ L®(0,T; H*(Q)), 6; € L>=(0,T; H'(Q)),
@ € CO([0,T); HA()) N L2(0,T; HY(Q)),
@ € L°(0,T; HY(Q)) N L*(0,T; H*(Q)),
€€ C°(0,T]; H(Q)) N L2(0,T; HY(Q),
& € L(0,T; H*(Q)) N C°(0,T]; H'(9)),
||”HL<>O 0,T; H2) + [lo H%%om H3) + Hﬁt”%w(o,T; HY) + ||17t”%2(o,:r; H?) < Bi,
0(0) =uo —u(0) in Q, v =0auf X, |6llr~r; #2) < B1, [6tllL=@r, m1) < B,

5(0)=00—73, 0 < % < G(x,t) + 7 < 2M fast iiberall in Qp,

||wHLoo(0T H2) + H"JHLQ 0,7 H3) + ||‘Dt||%oo(o,T; HY) + ”‘Z’tH%Z(QT; H?2) < By,
_ 0 _ _
&(0) =6 —0(0) in Q, @=0auf Ty, 0 < 53 < &(x,t) + 0z, t) < 204 in Qp,
||£”Loo(0T H?2) + H£||L2 0,T; H3) + ||£tH2
£(0) = xo — x(0) in Q, € = 0 auf X7,

X; - _
0< 71 < &(@,1) + X(x,t) < 2X, in Or } (3.28)

wor:my + €200 2y < B,

und definieren eine Abbildung auf Ry durch L : (9,6,%,§) — (v,0,w,§), wobei v, 0, w, & die
Losung von (3.4), (3.13), (3.15) respektive (3.18) sind.

In Ergéinzung des letzten Abschnitts ist

0 = 0+0, )
F = —(6+70) [Ht—l-(ﬁ—f—ﬂ)-Y(f)—l—ﬂ)]—%ﬂ—Vp(&-i—@,@-f—@,é-i—X)
—div(6(6 +0)( @+ OV(E+X) @ V(E+X)), (3.29)

G = (G+oev [0+ @+ -V@+0)]—pE+2,0+0,6+x) div(e +a)

FRAD + g S (ks + O + Ditg + O51x)? + (A — p) [div(s + )]
ik

—5E+0)@+0) VE+X) @ V(E+X) : V(i +7), (3.30)
H = -+ (@+1)-VE+X)] - = — (G- G)E+2.6+9)
~W'(E+X) + # div(d(c + 2)VX). (3.31)

o+0
Die Funktionen F, G und H ergeben sich also aus den rechten Seiten der Formulierung (3.3).

Als néchstes bemerken wir, daf fiir By, Bo hinreichend grof3 und T hinreichend klein Ry # ()
ist. Das folgt mit denselben Argumenten wie in [20].

Dazu sei v* die Lésung von

—AvY = Ki in Qoo
v = 0 auf X,
v*(0) = wp—1u(0) in Q,
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wobei K1(0) = —A(up — u(0)) (so daf vf(0) = 0), und w* die Losung von

wi — Aw' = Ky in Qu,

w" =0 auf Yoo,
w*(0) = 6p—0(0) in Q,
wobei K5(0) = —/A(fg — 0(0)) (so daB w;(0) = 0).
SchlieBlich sei £* die Losung von
& — AN = Ky in Qu,
& =0 auf Yoo,
€(0) = xo—x(0) in

mit K3(0) = —A(xo — x(0)) (damit &(0) = 0). Fiir die rechten Seiten K;, i = 1,2,3 gelte
K; € L*(RT; HY(Q)), (K;): € L>(IRT; L*(2)).

Fiir die Losungen (v*,w*, £*) gelten die Abschiitzungen
Hv*Hioo(Rﬂ m2@) T ||U*||%2(]R+; mQ) T ”U:”i“(ﬂ‘#; HY(Q))
- 10E Mo, 120y = 6 o = W(0) o0
||w*||ioo(R+; m2) T HW*H%QU}#; mQ) T ”wz(Hioo(JR*; HY(Q))
+ 197 32, 20y < €6 100 = 000)[375/2 g -
1€ W 2w s 1200y + 1€ 1o, a3y + 166 oot i )

+ ”5;”%2(][%4-; H2(Q)) < ¢ HXO - Y(O)Hz5/2(g) .
Wahlen wir also

By > HlaX{CG HUO _ﬂ(O)H?{SM(Q) y C6 ||90 _E(O)||2H5/2(Q) ) ||QO _?HHZ(Q) )

¢ |Ix0 — Y(O)H?{&sm(m h (3.32a)
By > 0, (3.32b)

so erfiillen (g9 — o, v*, w*, £*) alle geforderten Eigenschaften der Menge Ry, mit Ausnahme von

0< = < w*(x,t) +0(z,t) < 204 in Qr,
X1 « _ .
0< 5 < (x,t) +x(x,t) < 2X9 in Qp.

Durch Interpolation folgt aber:

" +0 = bolloonyy < el +0 = 0ol oz, oy 197+ 0= 0ll (o7 2000

L Z 1
cT3 (|lwillzeoor; 51y + 10l L0, 51y )3

IN

_ 2
(Nw* oo, 72) + 10llz07; 52y + N00llm2(0) )3, (3.33a)

IN

1 2
Hé* +Y - XOHCO(QT) c ||£* +Y - XOHEOO(O,T; Hl(Q)) ||€>|< + Y - XOHEOO(O,T; HQ(Q))

T _ 1
T3 ([[& (o 1y + [XellLooo,r; 11y )3

IN

2
(N N zeeo,m; 12y + IXllzeor; 52y + IIxolla2() )3 (3.33b)
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D.h. es gibt hinreichend grofie Konstanten B; und Bs und ein T}, so dafl Ry # () fir T < Ty
gilt. Ab jetzt sei immer 7" < T} und B;, B erfiillen (3.32).

Zum Abschlufl berechnen wir die in den Lemmata 3.1 bis 3.4 verwendeten Normen der Funk-
tionen F, G und H. Dazu bendtigen wir die Abschitzung (k € IN, v € HF(Q), v; €
L(0,T; H*(2)))

t
[0 By < ¢ (10O By +¢ [ I0t(5) By ds)e 0<E<T (330
0

Der Beweis von (3.34) findet sich z.B. in [12], Kapitel 3.

Nach langen, aber elementaren Rechnungen erhalten wir nun die folgenden Abschétzungen:

||F||%2(0,T; HY) < Cl(Blvﬂa§7Y7p) ( HHH%Q(QT; H3) + ||ﬂt”%2(07T; HY)

+ 1002207 12y + X220, 115y +T) (3:35)

IFI e, 12y < C2(@,0,X.p) (1 +[luo = @(0) 31y + 160 = 001311y + lloollFi gy
+ X0 = X(0) 210y + (B, By) T?), (3.35b)
1F 20,5 12y < C3(Bi, B2, 0,X,p) (Hﬂtt”%Q(oj; 12y HE 22 0. g2y @22 020 11y
+ Hmﬁ;?(o,T; my T ”7”%2(01; w2y T HYtH?y(o,T; H2) -I-T), (3.35¢)
1G22 0 iy < CoBLwE%D) (102207 iy + 10012207 113y + 12202 s,
+ X220, g5y +T+T7), (3.35d)
1G oz 12y < C5(@0,%:0) (1+ lluo = w(0) [ 10 + 1160 = B(O)II32q
+ [Ixo — Y(O)Héfl(g) + ¢(B1, Ba) T), (3.35¢)
1G22, 12y < Co(Br, B2,4,0,X,p) ( 102207, 2y + 10l 20,17, 12)
+T+1T3), (3.35¢)
H 2207 1y < CoBL) (X207 9y + IXel 220 sy + ) (3.35¢)
IH 2o, 12 < Cs(@X) (1+ luo = @(0)1 72y + IIxo = X(0) I
+ lo0l3 () +e(B1, Ba) T), (3.35h)
<

HHt”%%o,T; L2?) Co(B1, B2, u, Jy) ( ||Y||%2(07T; w2 T ”Yt”%z(oj; H?)

+ HYttH%? 0.7: L2 + ||§t||2L2 0.T: L2 +T . (3.35i)
(0,T; L?) (0,T; L?)

Dabei bestimmen sich die von p und J, abhéngenden Konstanten aus den Normen ||p[|c2(a,)
und || Jy[lc1(a,) (J definiert wie in (2.18)) beziiglich der kompakten Menge

0 X
A= {(e.0.) € B*| T <o<2M, 2 <0<20, T <x < 2Xs)

Die oben erwihnte Abschitzung (3.34) wurde in (3.35) (b), (e) und (h) verwendet.
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3.5 Beweis des lokalen Existenzsatzes

Als néchstes zeigen wir, dafl fiir hinreichend kleine Zeiten T die in Abschnitt 3.4 definierte
Abbildung L eine Selbstabbildung auf Ry ist, daf also L(Ry) C Ryp.

Dazu bemerken wir zu den rechten Seiten der Lemmata 3.1, 3.2 und 3.4:

IN

HV@’@ or;13) t H@tH%yo T, 13) Cro(B1,B2) T
||V(1ng)||200 (0,T; L?) + HV(lng) ||L2 0,T; L2) + HV(]HQ)HLQ 0,T; HY) < ClO(BlaB2) T.

Diese Abschitzungen folgen mit Hilfe der Sobolev—Einbettungsséitze und der Holderungleichung
elementar. Fiir Lemma 3.3 gilt als Konsequenz aus (3.16) und (3.17):

),

o ll oo 0,1; H2) (lloolla2() + Cri(Ba, ) T7) exp (Cui(B1,w) T
Tz).

<
ot o, 1y < ca(lloollm2) + 1) Cra(B1,u) exp (Cr1(B1,u)

(S ST

Aus (3.35) sowie den rechten Seiten der Lemmata 3.1, 3.2, 3.3 und 3.4 ergibt sich also:

Bi > max{ alCamd.xp) (L+ Juo — 7(O0)ks ey + 10— BOWney + ool
+ 1Ix0 = XO0)3r1 () )+ ve(O) I3 11 €2 [C5(@, 0. %, ev,p) (1 +
luo —@(0) 32y + 1160 — 6(0 )HH2(Q) +lIxo = X(0) 1271 ()) + Nt (0) 3710
cs [ Cs(w, X) (1+ luo = @(0)|1 72y + lIxo = X(O)Z 0y + lloolli gy )
+ [[x¢(0 )HHl(Q) I, HUOHH2(Q) h (3.36a)

By > ¢ (oollg2) +1) Crz(Br, ). (3.36D)

Fiir solche By, By und hinreichend kleines T erfiillen v, o, w und x die Abschitzungen in der
Definition von Rr. Es gilt ndmlich auch, analog zu (3.33):

1 2
lo=oolleo@yy = e llo=oollimor, e 1o = o0l 0.1 m2(e))
1 1 2
< eTH ol ey Br+ ool )3

win

1 1
< ¢T3 By (Bi+ |oollmz@) )®-
Fiir ein hinreichend kleines T" gilt daher
m -
5 <o(z,t)+0<2M in Qr.

Indem wir die Argumentation von (3.33) wiederholen, sehen wir, dafl beide Aussagen auch fiir
w und x gelten. Die in (3.36) verwendeten Groflen v4(0), wy(0) und x;(0) hidngen nur von den
Daten des Problems ab.

Wir haben jetzt gezeigt, dafBl es ein T* (< T1) gibt, so daB fir T < T* L(Rr) C Ry gilt.

Es ist klar, dal Rt konvex ist und abgeschlossen in
X = C°([0,T%]; HY(Q))? x C°([0,T*]; H*()).

Aus dem Satz von Arzela—Ascoli folgt wie fiir die Navier—Stokes—Gleichungen die Kompaktheit
von Rp«.
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Es bleibt zu zeigen, dafi L stetig ist in X. Das Beweisprinzip ist dasselbe, wie wir es im
folgenden Abschnitt zum Nachweis der Eindeutigkeit verwenden werden. Gegeben sei eine
Folge (G, Tn,@n,En)n C Rpe mit (6, Ony @nyén) — (6,0,0,€) in X. Sei (0, Unswns &) 1=
L(&n,ﬁn,&)n,én), (o,v,w,&) = L(&,f),d),é). Wir zeigen (o, Un,wn,&n) — (0,0,w,§) in
CO([0,T*]; L2(2))? x C°([0,T*]; HY()) fiir n — co. Aus der Kompaktheit von Ry« folgt
dann auch die Konvergenz in X.

Dazu ziehen wir die Bestimmungsgleichungen (3.13), (3.15), (3.4) und (3.18) (vorher noch mit
(6 + ©) multipliziert) fiir o, v, w und £ von den entsprechenden fiir oy, vy, wy, und §, ab (hier
vorher (3.18) mit (o, + 9) multiplizieren), multiplizieren die entstehenden Gleichungen mit
(on — o), (v — V), (W —w) bzw. (& — &) — 0 div((6, — &) V& + (6 +70) V(& — &)) und
integrieren iiber (2. Die so gewonnenen Gleichungen schétzen wir mit Hilfe der Youngschen
Ungleichung ab. So gilt z.B. fiir die Differenz der Kontinuitétsgleichungen:

s e / om0 < (Vo) + 1@+ TN iy +2 I5¥(E0 + T)Ole e
1
+1) 3 / (|om — o2 + |on — v[2) + 2M/ \div (5, — )2
Q

Die rechte Seite 148t sich also disjunkt in 2 Teile zerlegen. Teil 1 entspricht mit einem Vor-
faktor der linken Seite ohne Ableitung nach ¢, Teil 2 ist beschrankt glm. in n und geht gegen
Null fiir n — oo. Bei den iibrigen Gleichungen verfahren wir nach dem gleichen Prinzip, nur
sind die auftretenden Terme wesentlich linger. Nach Addition der Abschétzungen erhalten wir
schliefflich:

o, m d 2 _ md/ 2
2dt/“’” o+ dt/'”" vl +CV4 dt/'w" IRl A
m” d 2 2 2
+5?a/|V( &) +u/]D = )| +)\/|d1v = )| +,@/|v = )|
Q

om 5 0°m?
+4!|V(§n—£)| + Q/m(sn—

< a2y (1n = 3200 + 150 — 1200 + 10— D1y + 160 — Elay )

+ Mha @3y [ (o = o + fom = o + o = w160 — 2+ IV (€0 = ).
Q

Hier sind hqy und hsy geeignete Funktionen, die sich aus der Rechnung ergeben. Fiir n — oo
verschwindet der erste Ausdruck im Grenzwert. Nach Integration in der Zeit folgt mit dem
Lemma von Gronwall daher die behauptete Stetigkeit von L.

Wir haben nun alle Voraussetzungen des Schauderschen Fixpunktsatzes verifiziert. Es folgt, dafl
fiir T* hinreichend klein, wie oben angegeben, die Abbildung L einen Fixpunkt besitzt. Dieser
ist nach Konstruktion gleichzeitig Losung des Gleichungssystems (3.1).

Wir haben also bewiesen:

Satz 3.1:

Sei 00 € C3, p=p(0,0,x) € C? und cy, k, p und X positive Konstanten,

Jy = Jy(0,0,x) € C, [up —u(0)] € H} (), v:(0) € HJ(R), 00 € H*(),

0<m<ogo(z) <M inQ, [6p—0(0)] € H}(Q), (wo)r € HE(), 0 < 03 < Op(z) < b4 in O,
Yo — X(0)] € HAQ). (xo)e € L. 0< X < xole) < Xo in 0, (1,0.%) € L5(R: H(Q)).
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(ut,Qt,xt) € LlOC(R+; HQ(Q)), (utt,Htt,Xtt) S LIOC(B+; Lz(Q)) a-n >0 auf Yoo

Dann existieren ein hinreichend kleines T* > 0, (u,0,x) € L?(0,T*; H3(2)),

(ut79t7Xt) S L2(0 T*, HQ(Q)), (uttagtt7xtt) € LQ(O,T‘*7 LQ( )) (.’E t) >0 1in QT*

0 € CY[0,T*]; H?(Q)), or € C°([0, T*]; H(2)), o(z,t) > 0 in Qp«, x(x,t) > 0 in Qp«, so daf
(0,u,0,x) eine Liosung von (3.1) in Qp« ist.

Dieser Satz gilt nur, falls kein Einstromrand an 0f2 anliegt. Sonst geben wir die Dichte am
Einstromrand vor:
O|R; = 01 auf (O,T) X Rj.

Wir nehmen an, dafl R; eine geschlossene Fliche ist, so dafl es eine Konstante ag gibt mit
—u-n > ag > 0. Fiir Ry # () ersetzen wir Lemma 3.3 durch

Lemma 3.5:

Sei 00 € C?, u € L?0,T; H3)), @ € L*0,T; H?*)), oo € H*) und o1 €
L>(0,T; H?(Ryp)), (o1): € L*(0,T; H'(Ry)), (01) € L*(0,T; L*(Ry)). Auferdem mdogen
u, o9 und o1 den Kompatibilititsbedingungen

O1t=0 = O0|R;> (3.37)
dori=0 = [—u(0)-Vog — oo diva(0) — 2 divi(0)] g, (3.38)

geniigen. Dann existiert eine eindeutige Losung o € L°°(0,T; H*(Q)) von (3.15) mit ojp, = o1
und eine Konstante Z = Z(ag, U, 01),

2
Z = c(Ufag) U+ [l rp) A+ 3 1027013 can) L+ Naldegqy + laelZ )
i=0

'(1+ ||ﬂ”?{5/2+5~(ﬂ) + Hat||12r.13/2+5(g) ):
so daf

HUH%OO(QT; H2) = <( HUOHH?(Q +CT1/2 HUHL2(0T H3) +/Z) exp(c ||71HL1(0,T; H3) +T1/2)'
0

Falls noch @ € L°°(0,T; H?(SY)), so ist oy € L>(0,T; H'()) und

lotll oo o,r; 51y < ea |l oo, 52y (ol Looo.r; m2) + 1)

Beweis: Siche [20], Lemma 2.9. O

Der Beweis des lokalen Existenzsatzes fiir den Fall, daf} ein Einstromrand vorhanden ist, folgt
nun wortwortlich wie in [20] ausgefithrt. Zunéchst beachten wir (fiir 0 < & < £):

HﬁHLl/g(O,T; H5/2+¢€) < 0(5)( HﬁH%2(o,T; H3) + Hat‘|i2(o,T; H?) + Hﬁ(O)qus/z(Q) )7

Bl
::o
N

o gy, S O Ny + el )+ 1O o) )

Mit diesen Interpolationsargumenten 148t sich das Z—Integral aus Lemma 3.5 abschétzen:

z 2
[7 < can)+ lalie)0+ s 3 1 o1 Olfey)
0 ’ =0

'(1+ @z oz 112y + Ntz oz, Hl))
.[T+c(é)T172€( H@H%%O,T; sy T HﬁtH%z(o,T; w2 T Hﬁ(O)Hi]s/z(Q))

- 1_= ~ ~ ~
Fe@) T3 il oo, ey + Nl B 12y + 16(0) 2y )]



54 KAPITEL 3. LOKALE EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT DER LOSUNG

Bei diesen Abschétzungen hingt ¢(€) nicht von T ab.

Die Definition der Menge Ry ist so zu #indern, daf zusiitzlich vy € L2(0,7; L?(Q)) und
||vtt||%2(0 .2y < Bi. Man wihlt Ky € L?(0,T; HY(Q)) mit (K1); € L>(IRT; L?*(2)) und
K1(0) = —A(up —w(0)) + Opvg. Fiir By hinreichend grofi und 7" hinreichend klein folgt wieder
Ry # 0.

Man erhélt also dieselbe Aussage wie in Satz 3.1 unter den zusétzlichen Voraussetzungen

oy € L® (R+; H2(R1)), (Ul)t e L® (R+; Hl(RI)), (Ul)tt e L™ (R+; LQ(R]» und den

loc loc loc

Kompatibilitdtsbedingungen (3.37) und (3.38) fiir 0g, o1 und 4.

3.6 Eindeutigkeit der L6sung

Aus dem Schauderschen Fixpunktsatz folgt die Existenz, aber noch nicht die Eindeutigkeit der
Losung. Die verwendete Methode wurde in [21] fiir barotrope Fluide (d.h. p = p(p)) skizziert.

Seien (o7, uf, 07, x7) und (05, us, 05, x5) zwei Losungen des Systems (3.1), die die in Satz 3.1 be-
wiesene Regularitéit besitzen mogen. Wir zeigen mit dem Lemma von Gronwall, daf sie identisch
sind.

Nach Subtraktion der Gleichungen (3.1) fiir die beiden Losungspaare sehen wir, da§ die Diffe-
renzen u = uj — uy, 1 = 0] — 03, v = 07 — 05 und m := x] — x5 die folgenden Gleichungen
erfiillen:

0 = m+ul-Vn+u-Vo;+ o] divu + n divus, (3.39)
0 = offur + (uy - V)u+ (u- Vug] + nluy, + (uz - V)ua] + Au+ pyler, 01, x7) V)

+pa(o7, 01, X1) VY + px (01,07, X1) VT + [polor, 01, X1) — Pol03, 03, X3)]V 03
+[po (01, 07, x1) — (05,05, X5) V05 + [Py (01, 07, XT) — Px (03,05, Xx5) VX5

+6 div(e0; Vi © Vi — 03603 Vs @ Vi), (3.40)
0 = ofevn+ui - Val+nev(by +ui - VO3] + cvosu- Vo5 — KAy

—(\— ) div(uf +u3) - dive — £ 7 00t + ) + 05(ut + w3 [0 + Oy

* )% * . * )% * Y * )k * . *

+p(o1,07, x7) divu + [p(e7, 07, x1) — p(03,05, x5)] divus

+C(01, 01, x1) : Vu+ [C(07, 07, x7) — €(03,03, x3)] : Vus, (3.41)
0 = e(m+u Vxi+ui-Vr)+ (01,07, x7) — Iy (05,05, x3) — 6AT

=6 (V(In 1) - VX7 — V(In 03) - Vix3). (3.42)

Wir multiplizieren (3.39) mit pjn und integrieren auf. Wir beachten dabei

1d . o . ) )
2 @/91"2 - /(_dlv(‘”“l) 2 + o) = /Qm (ui -V +mp).
Q Q o

Eine entsprechende Beziehung werden wir bei den verbleibenden 3 Gleichungen ebenfalls ver-
wenden, ohne nochmals ausdriicklich darauf hinzuweisen.

Unter Verwendung dieser Beziehung sowie der Youngschen Ungleichung erhalten wir fiir eine
(kleine) Zahl € € IR:

1d x . . . . . .
5%/91772 < /91‘77||UHV92| +/912|77Hdlvu] —|—/g1|77|2|dlvu2|
Q Q Q a
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< IVl [ eilallul+ (C: leiOlf~ @+ Iivus@)]zee ) [ eilnl

+§/ |divul?.

Q Q
(3.43)

Multiplizieren wir (3.40) mit u und integrieren iiber Q, so gilt:

1d . . . . . .
b o 1o 1< oo+ )+ 100
Q (9] QO Q O

—/(u Po(01,07,X1) - Vin 4w pe(07, 07, X7) - Vv +u py (07,07, x7) - V)

(u[po(01, 07, X1) — Pol03,05,x3)] - Vs + ulpe(e1, 07, X1) — pe(03, 05, x3)] - VO5)
(ulpy (01,07, X1) — Px (03,05, x3)] - VX5

du - div(e167 VXTI ® Vx] — 0365 Vx5 ® VX3)). (3.44)

Mit partieller Integration erhalten wir (|[pollco = [[pollco(a,), ete.):

~ [updlei i)y <
Q

IN

- [umslei i) vy <
Q

- [upndeioixg) - vr <
Q

Ipelles [ (il + V631 + 1Vl fnlful + pellen | Inlldival
Q Q

||pg!|cl/(|VQ’{|+|V91‘|+|VX’{D [nlful
Q

+C'é||p@”%'0/\n|2+5~/|divu|2,
Q Q
Ipelc / (IVail + V05| + Vi) [yl
Q

+C€||p6||2co/|7\2+€/|divu|2,
0 Q

Ipdier [ (IVeil + V871 + [9x1) Il

Q
+CellpyliZo [ Inl? + [ Idivul®
Q Q
Auflerdem verwenden wir noch
—/U[PQ(QT,GT,XT)—pQ(QS,%,XE)]'VQZ < Apeller IVosllzoey [ (nl+ 1yl + I [ul,
/ ulpg (07,07, X1) — (05,05, x3)] - VO3 < paller [IVO3(#) ey [ (Inl + v+ 7)) |ul,

Q
- [ ulplei. 83D = pr5.8503)] - V6 < Ipidler 193600y
Q

(Il + [y =+ [7]) Jul-

{3\ b\ {O\
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Zur Abschitzung der rechten Seite von (3.44) fehlt noch der neu auftretende Term

/ Ju - div(ei0; V& @ Vi — 0305 Vi @ Vx3).
Q

Die Abschétzung erfordert einige Sorgfalt. Es gilt:
0167 VX1 ® VX1 — 0505 Vx5 @ VX5 = (0] + 057) VX1 ® VX] + 0305 (VT @ V] + Vx5 ® V7).
Wir schitzen die zwel Summanden der Reihe nach ab. Fiir den 1. Ausdruck bemerken wir:

/ Su - div((nd; + o¥y) VX ® Vx3)
Q

= [ 630wl 9507 0ix; Oixi) +7 95(e5 i)
Q
+ [53061 + 5) 00 9 001+ s
Q b

5/|U!(|n! + 17 (IV05 + Vsl Vxil® + 2107 + 5] [Vxil| [V2xi))
Q

IN

= [ 82 3005 (w65 + ) i)
Q

1,

IN

8 LIV (05 + 05 ()l Loe(y VXTI o)

+2 (07 + 03) (D)l @) IVXTOllz() VX)L () ]/(\’V!Hn!)\@d
Q

+2 [ divul® +5.Ce 105 + ) Ol ey 19 OllEwqoy [ (2 + ).
Q Q
Fiir den 2. Term gilt:

[ ou - diviests (Tr @ Vi + Vas © Vm) =6 [ 30w (0365 (Oimdy; + 0m003)
Q (9] i:j
— 6 [ S wilorm 0,(e365 0,x0) + 0y 0,(0365 Ox3) + 03605 (Dyxi0s0um + D)
Q W

IN

5 C: [ (@305(9xt + VAD)(0) + 0365 (Vi + V) Oy [ Il
Q

+55/ vl + 55/ |Ar2. (3.45)
Q Q

Wir schiitzen jetzt die Energiegleichung ab. Wir multiplizieren (3.41) mit v und integrieren:

1d * * * * * *
55 et en [ 1998 < [ evhliml (850 + il Vo3 + [ evlleslul V63
Q Q Q Q

FO = p) [ diviat + ) - diva+ 5 [ 00wt + a3+ 0y + )@ + 0u)
Q Q j

1,J

= [ plei. 013 diva— [ Ap(ei,07.x7) = ple3 03,33 )ivas = [ A¢(ei,07.x7) : Vu
Q Q Q

— [ Al(ei, 87 x0) = Cle3. 3, x3)) : Vs, (3.46)
Q
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Mit partieller Integration und Youngscher Ungleichung gilt wieder:

[ diviai + ) - diva < / 7] 31D (u} + u3)] + C / ul?|div(uf + u3)? + / VP,
Q

3 [0ty oy + ) o + o) < s/\wﬁw/wwum uf
(9] [2¥}

+ / il 31D (w; + ).

Auflerdem ist

/ y (g5, 03, x5) — p(at 0] divasg
Q

IN

/Ivl!diVUZ\ (IpellcrInl + llpollcr vl + lipxllc [])

IN

(5 IpeliZs + lIpolles + 5 lipxliz)

Nivas OBy [ (7 + Inf + ),
Q

[t o) divi < & [ fdival® + Celpliza [P,
Q Q Q

Die neuen elastischen Spannungsterme schétzen wir wie folgt ab:
[ 6@ bixi) s Vu <2 [ 1Du + Ce max 16 (01,61 xDO ey [ 1P
o) Q ’ Q

und mit der oben angegebenen Zerlegung von ((of, 07, x7) — ((05, 05, x5) gilt:

[ At 61) = e 03,060 s Vs
Q

IN

/5IVUZ||7| (07 1IVXTP + 03 Y VX + 03603 [Vl (IVXi]+ V)

52 * * *
(5 IVu3 ()l ) (077 (q) IV () e 2+ o517 @) IVXEOF () )

+C2) [l + 10 + 19 +17?) + & [ 1Vl
Q Q

IN

SchlieBlich folgt die Gleichung des Phasenparameters. Wir integrieren Gleichung (3.42) iiber Q
auf und integrieren V(In o}) - Vxi — V(In 03) - Vx5 partiell, da sonst spéter |Vn| zu absorbieren
ware. Wir nehmen grundsdtzlich an, daff Vxi -n = Vx5 -n = 0 auf 0Q gilt, um Randterme
zu vermeiden. Dieselbe Annahme bendtigten wir auch schon bei der Herleitung der Entropie-
abschétzung und ist keine wesentliche Einschrinkung.

Da wir wegen Gleichung (3.45) sogar |Ax|? links absorbieren miissen, multiplizieren wir die
erhaltene Gleichung unter dem Integral mit ojm — Am. Wir erhalten:

ed [, o ed 2 | 7/ 2 / 2
m!@lw +2dt/|V| vl + [ o]

< / (Iyl05.05.36) = (el 0. XD)eim — 8 / ei(n.of —n.g3) m2x; — < [ oju- Vi
Q Q

- / (6101, X0) = (5,05, 0) 57+ [ (In g}~ Ingy) Axi o,
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Die rechte Seite schitzen wir wie gewohnt ab. Wir verwenden die Abschétzungen

[ et Vxsm < MV Olieie) [ ef (ul + 1),
Q Q

(68 07.x0) = Ty (0305, x3)m < & [+ Ce [ 1106, 07, 50) — (s, 05,06
Q Q

* * * * * * * * 1 * * * * * *
(Jx(91a91»X1) - Jx(@2792,X2)Q17T < ]\4/Q1|7T|2 + 5/"]96(91791,)(1) - JX(92’027X2)|2a
Q Q

/ et 07,0) = (a3 30 < [ (1 alloqa,y 1% + 1y 2 + IcBoa, 712

Q
[ (nei =) < [ Y lconlnl
Q Q

Wir addieren nun die Gleichungen (3.43), (3.44), (3.46) und die Beziehung fiir die Allen-Cahn—
Gleichung auf und beachten die angegebenen Abschitzungen der rechten Seiten. Alle Integrale
mit Vorfaktor & werden links absorbiert, indem & hinreichend klein gewéhlt wird. Beachten wir
noch, daff wegen 0 < 3 < o7 fiir eine Funktion f

J1 el feis = Q/ ol

gilt, so erhalten wir fiir sich aus den obigen Abschétzungen ergebende Funktionen g und h:

1d
37 /(91(!?7\2+ ul? + [y * + |7?) + e[ Va[?) +/A/|Du!2+)\/]d1vu|2—I—H/]Vﬂz
/WW!ZJF /IAW\2 /@T(\n|+\u|+|fy|+|rr|) lu||g]

IOy [ (e (0l +1a + 2 + [7) + | Val?). (3.47)
Q

Schliefflich ist

IN

[l 1l + 1+ [ g
Q

(Nu®llz2@) + m@Olrz@) + VOl + Il )

Mu@®llro@) Ng®llzs )
c g7 q) /(Q’{ (In? + [ul? + Iy + |7 ?) + €] Va]?)

—l—é/ | Dul?.
Q

Definieren wir daher ®(¢) := [ (0} (|n|*+ |ul> + |v[* + |7|*) + &|V7|?), integrieren in der Zeit und
Q

IA

beachten ®(0) = 0, so folgt mit dem Lemma von Gronwall angewandt auf ® die Eindeutigkeit
der Losung.



Kapitel 4

Numerisches Losungsverfahren

In diesem Kapitel beschreiben wir ein explizites numerisches Verfahren zur approximativen
Losung des Systems (2.20) in zwei Raumdimensionen. Es sei darauf hingewiesen, dafl der vorge-
stellte Ansatz nicht den Anspruch erhebt, der effizienteste oder schnellste zu sein. Vielmehr geht
es darum, eine funktionierende Methode zu entwickeln, mit der die physikalische Relevanz der
Gleichungen nachgewiesen und prinzipielle Eigenschaften der Lésung untersucht werden kénnen.

Der erste Abschnitt vermittelt die grundsétzliche Idee des Verfahrens und dient als Einfithrung.
Der folgende Abschnitt beschéftigt sich mit der Verifikation der Homogenitét fiir das unter-
suchte System, welche eine notwendige Bedingung fiir die Verwendung des im ersten Abschnitt
beschriebenen Verfahrens darstellt. Der dritte Abschnitt gibt die genaue Gestalt der numeri-
schen Fliisse an, wofiir zunéchst die Eigenwerte und Charakteristiken des Systems bestimmt
werden. Durch Analyse der moglichen Fille kann die Berechnung der numerischen Fliisse noch
beschleunigt werden, wie in Sektion 4 ausgefithrt wird. Abschnitt 5 erklart unser Vorgehen,
wenn die Homogenitiatsbedingung — in Folge der gewéhlten Zustandsgleichungen — verletzt wird.
Die Abschnitte 6 und 7 vermitteln die noch fehlenden Details des Verfahrens, die Berechnung
der Terme fiir die zweiten Ableitungen und die Behandlung der Randwerte. Wir beenden das
Kapitel mit einem Abschnitt {iber die implementierte Zeitschrittweitensteuerung.

4.1 Motivation des Verfahrens

Ausgangspunkt ist das Gleichungssystem (2.20) mit den in Abschnitt 2.9 gemachten Annahmen.
Das System (2.20) hat groBe Ahnlichkeit mit den Navier-Stokes-Gleichungen fiir kompressible
Fluide. Daher orientieren wir uns an den existierenden Verfahren fiir diese Gleichungen. Es wur-
de ein vom mathematischen Institut der Universitét Freiburg fiir die Navier—Stokes—Gleichungen
entwickelter Finite—Volumen—Loser iibernommen. Allerdings sind einige Modifikationen erforder-
lich. Durch die neu hinzukommende Gleichung des Phasenparameters ergibt sich ein teilweise
anderes Systemverhalten und andere Forderungen an die Numerik. Die auftretenden Anderungen
werden im einzelnen unten beschrieben.

Zunichst jedoch einige grundsétzliche Bemerkungen, die bei jedem numerischen Verfahren
fir Gleichungen dieses Typs zu beachten sind. Die Navier—Stokes—Gleichungen ergeben sich
aus den Euler—Gleichungen der Gasdynamik, indem zusétzlich die Spannungstensoren fiir das
Fluid mit beriicksichtigt werden (umgekehrt kann man die Euler—Gleichungen als den Grenz-
fall Re — oo der Navier—Stokes—Gleichungen auffassen, wo also die Reibungsterme verschwin-
den). Mathematisch treten also zusétzlich zweite Ableitungen auf, was den Charakter der
Losung verdndert. Wahrend die Euler—Gleichungen ein hyperbolisches System darstellen, sind

99
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die Navier—Stokes—Gleichungen parabolisch. Die neu auftretenden zweiten Ableitungsterme re-
gularisieren die Losung. Allerdings sind die Beitrdge der Terme so klein, dafl sie mit den heute
verfiigharen Computern nicht aufgelost werden kénnen. Dies wird sich auch in absehbarer Zeit
nicht dndern. Der fiir die Diskretisierung erforderliche Speicherbedarf sowie die daraus resul-
tierende zeitlich kleinschrittige Auflosung iibersteigt das technisch mogliche. Daher werden die
Verfahren fiir die Euler—Gleichungen iibernommen und in den numerischen Losungen Schocks
errechnet, die es in der Natur nicht gibt. Die gerade angesprochene Problematik wird besonders
deutlich, wenn man die in der Praxis gebrduchlichen Verfahren zur Beschreibung von Wir-
beln betrachtet. Obwohl die mathematisch exakte Losung der Navier—Stokes—Gleichungen auch
Wirbel beschreibt, betrachtet ein numerisches Verfahren zusétzliche Gleichungen (etwa fiir die
kinetische Energie), um Wirbel unterhalb der Gitterauflésung behandeln zu kénnen.

Nach diesen grundsitzlichen Bemerkungen wenden wir uns nun dem Verfahren zu. Wir ver-
wenden Gleichung (2.20e) an Stelle von (2.20d) und kénnen somit das System (2.20) in der
Erhaltungsform

U + 0 f1(U) 4+ 0y fo(U) + 071 (U) + 0yh2(U) = b(U) (4.1)
schreiben mit dem Lésungsvektor
U= (Qv ovy1, 0V2, €, QX)t (42)

Im folgenden gehen wir davon aus, dafl beide Phasensysteme durch eine ideale Gasgleichung be-
schrieben werden und cy,; = cy2 gilt. Die andernfalls notwendige Vorgehensweise dokumentiert
Abschnitt 4.5.

Fiir die Terme in (4.1) ergibt sich:

0v1 0V2
ovi +p 0V1V;
M) = ovive |, fU)=| ei+p |, (4.3)
(e +p)u1 (e + p)va
oXV1 oXV2
0
Ci1 — 11
() = Co1 — T21 , (4.4)
—L 0,T + (11 — 111)v1 + (G2 — T12)v2
—% 0 0x
0
C12 — T12
ho(U) = C22 — T2 ; (4.5)
—L 0,T + (C21 — 21)v1 + (22 — T22)v2
_g 0 9yx
0
0
bU) = 0
0
e

Der Spannungstensor ist wie bekannt definiert durch 7;; = p(0;v; + 05v;) + v div(v) d;5, wie in
Kapitel 2 eingefiihrt ist (;; := 00T (9ix)(9;X)-
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Fiir die Zustandsgleichungen des Systems nehmen wir zunéchst an, daf} fiir beide Phasen eine
ideale Gasgleichung gilt und cy;; = cy2 =: cv, 71 = 72 =: 7 gilt, d.h. (vgl. (2.57), (2.58)):

e — %4_%]142 g.d.w. p:(y—l)(e—§|v|2),
p

T = — .
(v —1) ocv

Sei T! eine zulissige Triangulierung von € (siehe [6]). Wir nehmen an, da8 das Gebiet polygonal
berandet ist, so daB es vollstindig durch 7 iiberdeckt wird und keine Probleme am Rand
entstehen.

Sei T; € T" ein Dreieck. Durch Aufintegrieren folgt aus (4.1) mit f = (f1, f2), h = (h1,ha)!
und dem Satz von Gaufl in 2 Raumdimensionen:

for = — L @h©)+0,20) - f @l () + 02U +][b 0)
T T 7

_ _’;{i’(/f(U)-n—l—/h(U)l'n—/b(U
oT; oT; T;

n bezeichnet hier die duflere Normale (an 7;).

Wir wihlen als Approximation fiir 0;U einen Vorwérts—Differenzen—Quotienten mit der Zeit-
schrittweite At und erhalten ein explizites Verfahren:

][U”“ ][U" ‘T’ Z/f (U™) - nyj +Z/ n— /b(U") . (4.6)

T J=0r T

Wir verwenden ein Finite Volumen Verfahren und definieren daher als Mittelwert auf einer Zelle
= ][ U™ (x) dx
T;

Der auf T; konstante Vektor U™ dient als Approximation der Losung.
Zur ndherungsweisen Berechnung des 1. Integrals in (4.6) sei ein numerischer Flufl g gegeben
mit
gij(UZ-, Uz’j) ~ / f(Un(I')) s Ny dz. (4.7)
Fij
Dabei sei U;; die Losung auf einem Dreieck T;; (lokale Bezeichnung um Dreieck T;) mit T;;NT; =
I';;, siehe Abbildung 4.1 unten.

Durch Auswertung des 2. Integrals in (4.6) und des Integrals mit dem Quellterm b mit einer
Schwerpunktformel folgt:

2 2
Ut = U IT\(ZQ” U Uf) + ZZ (U™ (2i5)) Z\Tij!—!ﬂlb(U"(wi))>~ (4.8)
=0 k=1

Die Vorschrift (4.8) definiert das von uns verwendete Verfahren. Die Berechnung der Terme
hi,(U™(zi;)) wird in Abschnitt 4.6 angegeben, die der g—Terme nachfolgend.
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Abbildung 4.1: Dreieck T; mit Nachbardreiecken

Berechnung von g mit Flux—Vector—Splitting:
Definiere fiir I';;, den Normalenvektor n;; = (nl-lj,n%j) € IR? und einen Vektor W die Matrix
C = (Cij)lgi,jSQ durch
Cij(W) := nj;D fr(W) + n; D fa(W).

Wie wir in Abschnitt 4.3 zeigen werden, existiert eine orthogonale invertierbare Matrix Q) = Q;;
mit

Q;l(W) CZJ(W) QU(W) = diag()\l, )\2, )\3, )\4, )\5) =: DZ](W) (4.9)
Die Existenz von @ steht in engem Zusammenhang mit der Hyperbolizitit des Gleichungssystems
ohne 2. Ableitungen, siehe Abschnitt 2.6. Setze Cy;(W)* := Q;;(W) Di(W) Q;I(W) Dabei gilt
D = diag(X{"), A :=max {);,0}, A = min {);,0}.

Definiere nun (Verfahren von Steger& Warming):
gij(Ui, Uij) = |Fij| (C:;(UZ) Ul’ + C@;(UZ ) Uij) . (4.10)
Der so definierte numerische Fluf} erfiillt die folgenden Gleichungen:

¢ Erhaltungseigenschaft:
9ij(Ui, Uij) = —g;i(Uij, Us). (4.11)
¢ Konsistenz:

9i;(U,U) = |Lij|ng; - f(U).

Die Konsistenz ist wesentlich fiir (4.7). Die Erhaltungseigenschaft ergibt sich unmittelbar aus
der Definition (4.10), die Konsistenz des numerischen Flufles g aus der Homogenitét (vom Grad
Eins) der Abbildungen f; und fo (d.h. es gilt f;(U) = Df;(U)U fiir i = 1,2). Unter dieser
Annahme gilt fiir das oben verwendete Verfahren von Steger& Warming:

9i;(UU) = |Tyl (C;]T(U)UJrC’i;(U)U)
= [Pyl (nDAU + 0 DE(U)U)
= [yl f(U) - n.

Wir sehen also, dafl die entscheidende Eigenschaft fiir das gesamte Verfahren die Homogenitét
der numerischen Fliisse ist, mit der wir uns jetzt beschéftigen.
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4.2 Homogenitit der numerischen Fliisse

Schreibt man ausgehend von der Formulierung (4.1) alle sich aus 1. Ableitungen ergebenden
Terme in f1 und f5 und die 2. Ableitungsterme in h; und hs, so ist die geforderte Homogenitéts-
bedingung fiir die sich ergebenden Funktionen f; erfiillt, wenn man eine ideale Gasgleichung
fiir beide Phasensysteme zugrunde legt und wie oben beschrieben 1 = 2 sowie cy1 = cyp2
fordert. Als Zustandsgleichungen ergeben sich dieselben wie fiir die Navier-Stokes— oder FEuler—
Gleichungen (siehe (2.57) und (2.58)), also sind die numerischen Fliisse in den ersten vier Zeilen
identisch. Der Nachweis der Homogenitét ist nun leicht, wir fithren ihn der Vollsténdigkeit halber
nachfolgend.

Zur Vereinfachung der Terme schreiben wir (nur fiir diesen Abschnitt) den Losungsvektor U aus
(4.2) um zu
U= (Qa Qv1, V2, €, QX)t =: (a7 b7 G, €, f)t

fi und fo aus (4.3) schreiben sich mit dieser Notation als

b c
SO -De-5E) be
2 2 2
fU0) = . be s , fa(U) = %‘1'(7—1)(6—3%)
%_(7—1) 2226 7%_@_1)0;@26
bf cf
a a
Fiir die Ableitungen ergibt sich damit:
0 1 0 0 0
2 2 2
o — (- D5 (3-8 ~(r=1g -1 0 )
_Dfl - a2 a a O 0 3 412
3 2 2 2
v+ ( =DERS - (-5 (0 -DE ap 0
- 5 o 70
0 0 1 0 0
_Lg c b 0 0
2 a 2 2 @ a
DRhW)=| -GS+ -5 —(r—-1)g B-vg =10 [ (413)
AEF (DS —(v-DE AL (=1 4 0
_cf 0 [ 0 c
a? a a

Man rechnet nun miihelos nach, da§ die Homogenitét erfiillt ist: D f;(U)U = f;(U), i = 1, 2.

Allgemeinere Fille, in denen die Homogenitédtsbedingung verletzt wird, werden in Abschnitt 4.5
behandelt.

4.3 Koordinatentransformation, Eigenwerte des Systems

Bei dem Verfahren (4.10) von Steger und Warming handelt es sich um ein Charakteristikenver-
fahren. Nachfolgend geben wir die Transformationen @ bzw. Q! aus (4.9) auf Diagonalgestalt
an. Dabei fallen die Eigenwerte mit ab, so dafl am Ende auch C’i';- und C;; bekannt sind.

Gegeben sei das Koordinatensystem U aus (4.2) und das System aus den primitiven Variablen

V= (Qavlav2apa X)t
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Will man direkt die Eigenwerte der Matrix n' D f1(U) +n?D fo(U) bestimmen, so stoBt man auf
technische Schwierigkeiten, da es sich um eine 5 x 5—Matrix handelt und das charakteristische
Polynom sehr uniibersichtlich wird.

Daher nehmen wir fiir die Matrizen D f1(U) und D fo(U) aus (4.12), (4.13) eine Koordinaten-
transformation 1" vor, so daf} ihre Struktur wesentlich iiberschaubarer wird. T ist der Basiswech-
sel von U nach V und kann bestimmt werden durch g—g.

Fiir die Transformationsmatrizen gilt also:

1 0 0 0 0
U1 0 0 0 0
T = va 0 0 0 0
[v? N S
5 U1 QU2 o
X 0 0 0 o
und entsprechend fiir die Inverse
1 0 0 0 0
—u ; 0 0 0
71— _v2 0 1 0 0
= e . 0
=D A—u G- y-1 0
_X 1
5 0 0 0 5
Mit der Definition
2= (4.14)
1%

fiir das Quadrat der Schallgeschwindigkeit haben wir

PU) = mT 'Dfi(U)T + nyT D fo(U)T

n-v N0 N9 0 0 0
0 n-wv 0 "—gl 0
= 0 0 n-v "—; 0 ,
0 n1902 TLQQC2 n-v 0
0 0 0 0 n-v
von der die Eigenwerte und Eigenvektoren zu bestimmen sind.
Aus der Gestalt von P ergibt sich nun unmittelbar:
(0, n2, —nyq, 0, 0)° ist Eigenvektor zum Eigenwert n - v,
(1, 0, 0, 0, 0)¢ ist Eigenvektor zum Eigenwert n - v |
(0, 0, 0, 0, 1) ist Eigenvektor zum Eigenwert n - v ,
(&, %, =2, £ 0) ist Eigenvektor zum Eigenwert n - v + ¢,
(2 =% =8, %, 0)!  ist Eigenvektor zum Eigenwert n - v — c.

Die angegebenen Eigenvektoren bilden als Spaltenvektoren die regulidre Matrix F, d.h. wir haben

1
1 0 £ £ 0 1 0 0 —-% 0
0 nog % —% 0 0 no —m 0 0
E = 0 —nyg %Z _% 0 ) El = 0 ni no % 0 (4.15)
0o 0 £ % 0 0 —n1 —ng 5 0
0 O 0 0 1 0 O 0 0 1
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Daraus ergibt sich nun die Matrix Q = T'E, die zur Berechnung der Matrizen C* noch fehlt, zu

1 0 5% = 0
vy n20 5= (v1 + nic) Z(vy —nic) 0
Q= vy —n10 55 (v2 + nac) 5e(v2 —mac) 0 |,
PR o(novy —nyvs) Z(H +e(v-n)) L£(H —e(n-v)) 0
X 0 o on 0
und die Inverse Q~! = E~'T~1 zu
— 2 p—
1= (= 1% (=D =50
5 (n1vy —ngvy) 2 —n 0 0
— 2 . —
Q= | (T ) dm-G-D) (D) o
—_ 2 . —_
s ) —pmt (DY) et (DB T 0
- 0 0 0

wobei H := ﬁTp die Enthalpie bezeichnet.

4.4 Berechnung der numerischen Fliisse im Programm

Mit der Berechnung von @ und Q! kénnen wir nun den numerischen FluB g bestimmen.

Wir fassen zusammen: Der numerische Fluf fiir das Verfahren von Steger&Warming lautet fiir
ein Dreieck 7;, sein Nachbardreieck T;; und den zugehdrigen approximativen Losungen U;, Usj;:

9ij (Ui, Uij) = [T (CJ(Uz’) Ui + Cy;(Uij) Uz‘j) ;
die Matrizen Cf][(W) sind gegeben durch
Cii(W)* = Qi (W) D (W) Qi (W).
Die Eigenwerte von Cj; sind mit der Schallgeschwindigkeit ¢ aus (4.14):

M=X=A5=n-v, \3=n-v+c, q=n-v—-c

Die Berechnung von g;; muf fiir jede Kante I';; der Triangulierung und jeden Zeitschritt im
Programm genau einmal vorgenommen werden, wenn man die Erhaltungseigenschaft (4.11)
beriicksichtigt. Die sich bei direkter Anwendung der Definition ergebenden Matrizenmultipli-
kationen bedeuten daher bei der Berechnung von Cif einen hohen Zeitaufwand. Man kann das
gesamte Verfahren um ca. 30 Prozent beschleunigen, indem man nach der Zahl der verschiedenen
positiven Eigenwerte unterscheidet und in vielen F&llen Matrixmultiplikationen einspart:

1. Fall: 3 verschiedene positive Eigenwerte:

Hier gilt CT(U)U = C(U)U = f(U) -n, C~(U) = 0.

2. Fall: 2 verschiedene positive Eigenwerte, d.h. \; < 0:
Man nutzt die Symmetriebeziehung Ct(U)U = f(U) -n — C~(U)U aus.
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Sei Z; der Vektor aus der 4. Spalte von @, Zo der Vektor gebildet aus der 4. Zeile von Q.
Dann gilt:

C (U = M\ Z,Z5U

5o v
) o = me (-1
= 22 V9 — NacC | e —(y—-1%2 |-U
2c Vs 2 c ’
(e+p)/o—c(n-v) =t
X 0
=:73

Weiter gilt:

-1 2 2 -1
ZyU = 9<7 M_(7_1)|UC\>+(7 ) .

2 c c
v—1
= epot =
also insgesamt:
4
1 QU1 — n10c
Cf(U)U—?)uL QU2 — N20C
7 e+p—oc(n-v)
ox

3. Fall: Genau ein positiver Eigenwert, d.h. \3 > 0:

Entsprechend Fall 2 verwendet man C~(U)U = f(U) -n — CT(U)U und erhélt:

0
1 ov1 +ny1oc
CHU)U = o= X3 ov2 + nggc
2y e+p+oc(n-v)
oxX

4. Fall: Kein positiver Eigenwert:

Dann ist CH(U)U =0, C~(U)U =C(U)U = f(U) - n.

Zur Berechnung der Cg fehlt nur noch der Term f(U) - n. Mit a := n - v ergibt sich:

f(U) n = n1f1<U) + TLQfQ(U)
ap
apv1 + pni
= QU2 + pna
(e + p)a
agx
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4.5 Gestorte Homogenititsbedingung

Bisher haben wir nur einen Sonderfall behandelt, bei dem die Homogenitédtsbedingung erfiillt
war. Betrachten wir nun die Situation, dafl cy;; # cy2 und fiir beide Teilsysteme noch immer
eine ideale Gasgleichung gilt. Mit der Abkiirzung cy,, aus (2.50) und der Definition

_ (11 = 1)(2—1)
X2+ (l-x)m—1

-
gelten die Zustandsgleichungen

P = 7xEpot;

e = cyyol.

Wir rechnen direkt nach, daf§ die Homogenitét verletzt wird: fiir die (i41)—te und 4. Komponente
gilt Df;(U)U # fi(U), i = 1,2. Damit sind wir in einer Situation, in der das numerische
Verfahren keine exakten Ergebnisse mehr liefert.

Zur Losung dieser Schwierigkeit bemerken wir zunéchst, dafl die Beziehung zwischen Druck und
Energie entscheidend ist fiir die Erfiillung der Homogenitéitsbedingung. Die Zustandsgleichung
fiir T ist nicht entscheidend, da die Temperaturterme als Differentialausdriicke 2. Ordnung in
hi, hso stehen. Daher bietet sich folgendes Verfahren an: Man wahlt zur Erhaltungsgrofie e einen
,homogenisierenden Druck® pj, der durch Beziehung (2.57) definiert wird. Diesen schreibt man
dann statt p in fi, fo. Die gemachten Fehler der Form p — p, und (p — pp)v; (vgl. (4.3) und
(4.4)) werden dann zu hy, hy addiert.

Genauso verfahren wir, wenn wir fiir das 2. Stoffsystem die Van—der—Waals—Gleichung mit a = 0
und b # 0 ansetzen.

Letztlich vermag dieses Vorgehen theoretisch nicht zu iiberzeugen, da die Charakteristiken des
Verfahrens gestort sind. Allerdings sollte man beachten, dafl die Beziehung zwischen Druck und
Energie linear bleibt, die lineare Konstante jetzt zusétzlich von x abhéngt, so daf die einzig
moglichen Fehler des Programms auf der ungenauen Anpassung des Drucks an Anderungen von
x beruhen.

Eine Alternative zum beschriebenen Vorgehen gibt es mit dem hier verwendeten numerischen
Verfahren nicht. Die Ausarbeitung eines Flux—Difference—Splitting stellt eine Pionierarbeit dar,
da die Ergebnisse der Navier—Stokes—Gleichungen nicht {ibernommen werden koénnen. Dieses
Verfahren kénnte die beschriebenen Probleme jedoch vermeiden.

4.6 Berechnung der 2. Ableitungen

Die in diesem Abschnitt vorgestellten Methoden basieren ausnahmslos auf Arbeiten des mathe-
matischen Institutes der Universitit Freiburg. Die verwendeten Verfahren sind aber integraler
Bestandteil des verwendeten Algorithmus und werden daher fiir eine vollstindige Beschreibung
hier nachfolgend aufgefiihrt.

Es wurden zwei recht verschiedene Ansétze zur Berechnung der 2. Ableitungen entworfen, wobei
die im 1. Unterabschnitt présentierte stiitzstellenbasierte Methode die historisch &ltere ist, die
sich aber in Tests i.a. als unzureichend erwies. Fiir Reynoldszahlen kleiner als 10* kommt es mit
dieser Methode haufig zu Oszillationen. Neben den beiden hier vorgestellten Verfahren findet sich
in einer aktuellen Arbeit eine Finite-Elemente-Methode (in Verbindung mit einem Operator—
Splitting). Fiir groe Reynoldszahlen ist es fiir die Behandlung der Navier-Stokes—Gleichungen
ziemlich egal, welches Verfahren man verwendet, da in der dimensionslosen Formulierung der
Faktor é auftritt.
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4.6.1 Stiitzstellenbasierte Berechnung der 2. Ableitungen

Mit Hilfe des Satzes von GauB und Ubergang auf Randintegrale wurde die Ordnung der Diffe-
rentialoperatoren um Eins vermindert.

Nachfolgend erkldren wir die approximative Berechnung der Terme hy(U™) aus (4.8) auf den
Kantenmittelpunkten z;;. Wir erkliren die im Programm verwendete Berechnung der 1. parti-
ellen Ableitungen am Beispiel von

r(z) = l}

Die Eintrége r; des Vektors r sind auf den Elementmittelpunkten gegeben. Zunichst verschafft
man sich mit dem Verfahren von Frink gendherte Werte 7, von r auf den Eckpunkten z,,:

= Y 0/ YL (4.16)

Jixm €T} J Jixm €Ty J

mit h; := dist(wj, xy,) und dem Schwerpunkt w; von 7. Das Verfahren von Frink ist exakt fir
lineare Funktionen.

Abbildung 4.2: Verwendete Bezeichnungen am Dreieck T;

Sei @;; die lineare Funktion, welche auf dem [—ten lokalen Knoten von 7T; den Wert 1 annimmt und
auf den anderen Knoten 0 ist. Nachdem wir nun iiber gendherte Werte in den Dreieckseckpunkten
verfiigen, ersetzen wir r durch die lineare Funktion

2
r(z) =Y _ 7y pu(z), v €T, (4.17)
1=0

Zur Berechnung von %r benéGtigen wir also die Auswertung des Ausdrucks %‘Pil- Zunéchst
1
bemerken wir fiir ein Dreieck T; € T, n = ( ZQ ) und 1}, i= [Di| .

2 2 1
Zyilm:z:/n%m:/nlz/dj\/(())’
m=0 T, T,
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also

2
> Yim=0,1=1,2. (4.18)

Nun gilt unter Verwendung des Satzes von Gauf:

0 0 0
%Soil(zij) = %‘Pil(wi]’) —T %%‘l(ﬂﬂ) dx
1 k
= m/goll(x)n dx
Yo
T
— T Z /SDil(fU)nzm dz
' m=0 Fi'm
- |T| Z Q/Oll m 72m
1

Dabei wurde beim Ubergang zur letzten Gleichung die Beziehung (4.18) und ¢;(zim) € {0, 3}
verwendet.

Setzt man (4.19) in den linearen Ansatz (4.17) ein, so erhélt man eine erste Moglichkeit zur
Berechnung der 1. partiellen Ableitungen:

[\

0

o r(2i5) Fa . (4.20)

=0

Man kann die Approximationsformel verbessern, indem man fiir eine Kante I';; die gerade herge-
leitete Vorschrift (4.20) auf den anliegenden Dreiecken T; und T;; verwendet und die erhaltenen
Werte mittelt:

) 2 )
gkr(zij) R (zz: 8 e +ZT(W 6 @(ij)l(%‘j))

2 2
- <Z l fyll + Z ’L])l T ’Lj l 7(7,]) ) (421)

=

Falls stiitzstellenbasierte Verfahren fiir die 2. Ableitungen benutzt wurden, so haben wir im
Programm die zweite Moglichkeit (4.21) verwendet.

4.6.2 Elementbasierte Berechnung der 2. Ableitungen

Wie friither suchen wir eine Naherung fiir den Ausdruck

0
k Uny .= _

Fiir die folgenden Varianten wird die Approximation dfj der Ableitung im Kantenmittelpunkt
zj; als Mittelwert entsprechender Ausdriicke auf zwei benachbarten Dreiecken definiert. Dabei
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sei gbfj der entsprechende Ausdruck fiir Dreieck 7; und qbé‘?i der fiir das Nachbardreieck 7;;. Wir
definieren also

Lok o ok
dfj(U”) = 5(@';‘ + &)
woraus sofort eine Erhaltungseigenschaft analog (4.11) folgt.

Bei allen folgenden Verfahren werden 3 Punkte auf anliegenden Dreiecken ausgewéhlt. Die Funk-
tionswerte in diesen Punkten bestimmen eindeutig eine Ebenengleichung, deren Steigung in x—
bzw. y—Richtung die gesuchten Néherungen der partiellen Ableitungen sind.

Variante 1

Zunéchst verwenden wir zur Berechnung der partiellen Ableitungen des Vektors dfj nur Werte auf
Dreieck T; und Nachbardreieck T;;. Als Stiitzpunkte werden in dieser Variante der Schwerpunkt
w; des Dreiecks T; gewihlt sowie zwei weitere Punkte Pj;, und P;;, im anliegenden Dreieck Tj;,
die auf einer Parallele zur Kante I';; liegen, siche Abbildung 4.3.

Abbildung 4.3: Approximation der Ableitung in z;; mit Variante el

Sei ((ﬁfj)t, 1 <t < 3, die t-te Komponente des Vektors (bfj Ferner gelte

w; = ( i ) und Pjj, = ( i ) fir I € {1, 2}.
Yi Yigy

Zur Notation sei gesagt, dal ij ein lokaler Index ist und das j—te Nachbardreieck von T; be-
zeichnet. Fiir jede Komponente des Vektors r4(z), 1 <t < 3 definieren wir die lineare Funktion

Lij(x) := r(w;) + Dij(x — wy).

Es gilt also L;;(w;) = r¢(w;). Mit den weiteren Bedingungen L;;(z;5) = r¢(Fi;,), | = 1,2 folgt
fiir die gesuchte Ableitung

(i
Py = ((%ﬁ-»)

_ 1 Yijn =Y —(Yij» — i) re(wig) —re(wi) |
det Kijl,ijg,i —(iﬂijl - -Tz) Tijo — X4 Tt(wij) - Tt(wi>
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Die Matrix K ; sei dabei fiir beliebige Indizes i, j, k definiert durch
T me U — U
Kjpi = ( s ) :
T — 2y Yk —Yi

Variante 11

Hier werden zwei Nachbardreiecke von T; zur Berechnung herangezogen. Fiir den Kantenmit-
telpunkt z;; wihlt man als Stiitzstellen fiir die oben definierte lineare Funktion L;; die beiden
Schwerpunkte w; und w;; sowie den Schwerpunkt eines der beiden anderen an 7; angrenzen-
den Dreiecke, siche Abbildung 4.4. Bei der Auswahl des zu verwendenden angrenzenden Drei-
ecks wird dasjenige gewéhlt, fiir das | det K ; ;| maximal wird. Bei adaptiver Gitterverfeinerung
konnen namlich unter bestimmten Umstédnden sehr entartete langgestreckte Dreiecke entstehen,
fiir die die bei der Berechnung des Gradienten benétigte Determinante fast verschwindet, was
zu numerischen Problemen fiihrt.

Abbildung 4.4: Approximation der Ableitung in z;; mit Varianten IT und III

Tij T
Wi 1= und w;, = .
“ < Yij ) ! ( Yik )

Mit den Bedingungen L;;(w;j) = r¢(w;;) und Lij(wir) = qi(wi,) erhalten wir fir ¢ € {1,2,3}
und K5 ; wie oben:

( }j)t 1 Yij — Yi —(yir — ¥i) ri(wik) = re(ws) (4.22)
D) = . '
(¢7;)¢ det Kjp, \ —(zij — @) i — 2y re(wig) — re(wi)
Dabei ist k£ € {1,2,3}\{;j} so gewéhlt, daB |det K ;| = le%@g} |det Ky
145

Wir definieren wie oben

Variante II1

Diese Variante ist die einzige, fiir die theoretische Resultate vorliegen. Dabei wird fiir die Tri-
angulierung gefordert, dafl die Innenwinkel der Dreiecke kleiner als 90° sind und fiir alle ¢ und
j gilt:

Wis = This _ g
— >0 mit w; = Yi—Yi .
det Kj,k,i Ti — Iy
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Das Verfahren definiert sich wie bei Variante II durch Beziehung (4.22), k wird wie folgt gewéhlt:

P J Ll wieng 20,
j—l—2 : wij~nij<0,
Lo 4k RS,
T k-3 k> 3.

Bei dieser Wahl kann bewiesen werden, dafl die numerische Losung ein Maximumprinzip erfiillt.
Aus diesem Grund wurde bei den numerischen Rechnungen des folgenden Kapitels immer dieses
Verfahren verwendet.

Variante IV

In dieser Variante wird fiir jedes der beiden méglichen Nachbardreiecke das Verfahren 11 durch-
gefithrt und die beiden sich ergebenden Approximationen fiir die partielle Ableitung gemittelt.

In Formeln ausgedriickt heifit dies:

(i) 1 [ 1 vij — ¥ — Wik — Yi) re(wi) — re(w;)
(¢3¢ 2 ldet Kjp; \ —(@ij —@i) g — i ri(wij) — re(w;)
Lo Yij —vi  —ya —yi) re(wir) — 1 (w;) ]
det K ; \ —(wij — @)  xq— ri(wig) —re(wi) ) |
4.7 Behandlung der Randwerte

Neben dem bereits in 2.2 definierten Einstromrand R; und dem Ausstromrand Ro wollen wir
noch no-slip-Randwerte (,,feste Wand*) zulassen. An diesem Rand ist die Geschwindigkeit Null,
fiir die Temperatur (und damit fiir die Energie) wird ein Randwert vorgeschrieben. Die Dichte
bleibt unverandert.

Wie bereits in Abschnitt 2.9 betont, nehmen wir an, dal das Verhalten der Rénder invariant sei
in der Zeit. Das heifit konkret, daf3 fiir alle Zeiten die bei ¢t = 0 getroffene Einteilung in R;, Ro,
reflektierende Rénder und Inneres von €2 beibehalten wird.

Fiir den Einstromrand nehmen wir an, daf3 Dichte, Geschwindigkeit und Druck p; des einschie-
Benden Fluids bekannt seien. Dies ist etwas anschaulicher als die Vorgabe der Energie. An den
festen Winden sei die Temperatur T der Wand vorgegeben.

Bei dem oben vorgestellten expliziten Verfahren werden an drei Stellen die Randwerte beriick-
sichtigt:
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15)9) /! N

Abbildung 4.5: Randdreieck 7; mit fiktivem Nachbardreieck 7T;; an festem Rand

e Unabhingig von der Wahl der Anfangswerte werden auch fiir die Startzeit die vorgeschrie-
benen Randwerte explizit gesetzt, d.h. es werden die folgenden Kompatibilitdtsbedingun-
gen angenommen:

vs(+,0) V0| 902
T5(+,0) 1) 002
Ql(‘vo) = Q0| R;-

Statt die Temperatur am Rand vorzuschreiben, kann man genausogut Werte fiir die Energie
vorschreiben, wie in 2.4 geschehen.

e Bei der stiitzstellenbasierten Berechnung der 2. Ableitungen werden zunichst wie oben
erklédrt mit dem Verfahren von Frink in den Knoten genéherte Werte fiir Dichte, Geschwin-
digkeit, Energie und Phasenparameter bestimmt. Fiir einen Knoten auf R; werden diese
Werte durch die durch die Randwerte festgelegten ersetzt. Fiir einen Knoten auf einem
reflektierenden Rand wird die Geschwindigkeit auf Null gesetzt und fiir die Energie der
durch den Randwert der Temperatur bestimmte Wert eingesetzt. Auf dem Ausstromrand
werden die Werte nicht veréndert.

e Die Berechnung des numerischen Flufles erfolgt elementweise. Fiir gewohnlich werden alle
Nachbarn Tj; eines Dreiecks T; sukzessive betrachtet und der Flufl aufgrund der vorgefun-
denen Werte des Losungsvektors errechnet. Liegt bei T; eine Kante auf einem Rand, so
wird ein (fiktives) Nachbardreieck Tj; angenommen und Werte auf T;; passend festgelegt.

Handelt es sich um den Einstrémrand, so werden Dichte und Geschwindigkeit wie gefordert
gesetzt und die Energie durch Beziehung (2.53) und p; errechnet.

Handelt es sich um den Ausstromrand, so erhilt das fiktive Dreieck dieselben Werte wie
T;. Nur fiir Temperatur und Phasenparameter werden passende Werte durch lineare Inter-
polation am fiktiven Nachbardreieck so vorgegeben, dafl die vorgeschriebenen Randwerte
angenommen werden.

Handelt es sich um den reflektierenden Rand, so werden Dichte und Energie von T; fiir
T;; iibernommen, da diese durch den Rand nicht beeinflufit werden. Die Impulseintrége
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ov1 und pvo werden mit negativem Vorzeichen als Eintrédge fiir T;; eingesetzt, so daf die
resultierende Geschwindigkeit am festen Rand Null ist.

4.8 Zeitschrittweitensteuerung

Wir gehen zunéchst auf die Steuerung der Zeitschrittweite fiir die Navier—Stokes—Gleichungen
ein. Sei m € IN eine vorgegebene Konstante, beispielsweise m = 100. Fiir jeden m—ten Zeitschritt
wird die verwendete Zeitschrittweite adaptiv neu fiir die nichsten m Schritte berechnet mit Hilfe

der Formel
. 1
At =T 12221]\[ {‘Tz’ 1125,3?3 <M> } . (4.23)

Dabei bezeichnet N die Zahl der Elemente der Triangulierung von £, |T;| das Volumen des i—ten
Elements, I';; = 01;N0T; wie oben, \;; := n;;-v;+c den betragsméBig grofiten Eigenwert (n;; ist
die dufere Normale an I';j, ¢* = ). Der Faktor 7 € (0, 1] ist ein Sicherheitsfaktor, die sog. CFL~
Zahl. Bedingung (4.23) ist eine Stabilitdtsbedingung nach Courant, Friedrichs und Levy, die das
Verhiltnis zwischen Giite der Ortsdiskretisierung (hier |7;|) und Zeitschrittweite At festlegt.
Die géingigen CFL—Kriterien wurden an linearen Systemen untersucht. Fiir nichtlineare Systeme
finden sich in der Literatur unterschiedliche Kriterien, die meist auf heuristischen Uberlegungen
beruhen.

Betrachten wir nun die Steuerung der Zeitschrittweite fiir das Gesamtsystem. Hier sind zwei
disjunkte Falle zu unterscheiden mit grundlegend anderem Verhalten.

(A) Verwendung von Wy, oder x /4 {0,1} bei Verwendung von W,,:

Dieser Fall ist fiir die Numerik problemlos. Das polynomielle W’ besitzt keine Polstellen und
ist fiir beliebige x definiert. In Kapitel 5 wird beschrieben, wann x hinreichend weit von den
Polstellen entfernt ist. In diesem Fall ist bei Verwendung von W, aus (2.60) das Programm-
verhalten dasselbe. Daher sind dann fast dieselben Zeitschrittweiten verwendbar, unabhingig
davon, ob Wi, oder Wy, verwendet wird.

Das Kriterium (4.23) erlaubt grofe Zeitschrittweiten, falls Druck und Geschwindigkeit klein wer-
den. Fiir At wurde daher (abhéingig von der Verfeinerungsstufe) eine obere Schranke eingefiihrt,
um die korrekte Losung der modifizierten Allen—Cahn—Gleichung zu gewéhrleisten. Damit treten
dann aber keine weiteren Probleme auf. Die Verwendung des polynomiellen W ist aber nur fiir
G1 = Go sinnvoll, da sonst i.a. x ¢ [0, 1] ist.

(B) Verwendung von W, x wandert in die Nihe der Polstellen 0 und 1 von W,:
Dieser Fall ist deutlich komplizierter. Wie in Abschnitt 5.4 ausgefithrt mufl At sehr klein gewéhlt
werden, falls durch (G — G2)/T und Wi, gesteuert x sehr nah an die Polstellen 0 oder 1 von
VVI’Og wandert. Wie klein At genau sein muf, ist sehr schwierig vorherzusagen. Das Programm
speichert daher den Losungsvektor des letzten Zeitschrittes und wiederholt die Rechnung mit
drastisch kleinerem At, falls bei der Berechnung des neuen Zeitschritts der Logarithmusterm
undefiniert ist. Notfalls wird dieser Prozef3 mehrmals durchgefiihrt, bis fiir einen hinreichend
kleinen Zeitschritt die Losung des neuen Zeitschrittes x € (0, 1) liegt.

In extremen Fillen, wenn x gegen einen Phasenwert 8 > 0.999 oder 8 < 0.001 strebt, kann selbst
bei duBerst kleinen Zeitschrittweiten in Folge von Rundungsfehlern im Programm der Fall x ¢
(0,1) auftreten. Hier zeigen sich die Grenzen der expliziten Zeitdiskretisierung. Unterschreitet
daher bei der oben geschilderten Iteration At den Wert 1077, so wird der numerisch ermittelte
Losungvektor auf 0.999 oder 0.001 abgeschnitten und At = 1077 gesetzt.

Eine Untersuchung der maximalen Zeitschrittweiten fiir beide Fille (A) und (B) findet sich in
den Abschnitten 5.2 und 5.4.



Kapitel 5

Simulationsergebnisse

Es folgt die Beschreibung einiger bezeichnender numerischer Simulationsldufe, bei denen inter-
essante Aspekte der Losung von (2.20) vorgestellt werden. Wir beginnen dabei mit Spezialféllen,
die wir schrittweise erweitern, und untersuchen so methodisch die Konsequenzen von Parame-
terdnderungen und das vielschichtige Verhalten des Systems. Dabei wird auch die Auswirkung
einer Anderung von Dichte, Temperatur und Geschwindigkeitsfeld auf die Ausbildung der Pha-
sen untersucht. Die erforderlichen Zeitschrittweiten der logarithmischen Mischungsentropie fiir
die Phasengleichung im Unterschied zur polynomiellen werden herausgearbeitet.

5.1 Programmvalidierung und Spezialfille

Zum Test des numerischen Verfahrens kann man durch Weglassen einiger Terme bzw. durch
Betrachtung von Spezialfillen Situationen schaffen, in denen das System (2.20) entkoppelt und
in schon ldnger bekannte, gut untersuchte Spezialfille tibergeht.

Zum einen ist dies der Fall einer Stromung ohne Phasenausbildung. Indem wir die polynomi-
elle Mischungsentropie (2.10) wihlen, xyo = xs = 0 in  und G; = Gj setzen, sind (p,v,e)
eine Losung der kompressiblen Navier—Stokes—Gleichungen (und es ist x = 0 in Q7). Bei der
Programmentwicklung wurde dieser Fall vom mathematischen Institut der Universitit Freiburg
ausgiebig getestet und die Korrektheit des Algorithmus nachgewiesen, siehe [17]. Hier sei nur
bemerkt, dafl man durch passende Wahl der rechten Seite der Navier—Stokes—Gleichungen eine
vorgegebene Losung erzwingt. Diese theoretische Losung und die numerisch erhaltene werden
dann verglichen, sowie die Fehlerentwicklung in Abh#ngigkeit von der Ortsschrittweitendiskre-
tisierung untersucht.

Der zweite Spezialfall fiihrt auf bekannte thermodynamische Situationen ohne Konvektion: fiir
verschwindendes Geschwindigkeitsfeld v, konstante Dichte und konstante Energie, G; = Ga,
sowie ohne den zusétzlichen elastischen Spannungstensor 09T Vx ® Vx fillt das System (2.20)
mit der Allen—Cahn—Gleichung zusammen.

Der Mlustration dient die in Abbildung 5.1 dargestellte Rechnung. Die bei jeder Rechnung ver-
wendeten Parameter sind immer in einem Block dariiber angegeben, das angegebene At be-
zeichnet die Startzeitschrittweite. Wie bereits erwéihnt ist G1 = G9, d.h. in den Notationen des

Kapitels 2:

0

— J(x) = W(x).

oy (x) (x)
Abbildung 5.1 zeigt als Ergebnis der Rechnung das typische Verhalten der Allen—Cahn—
Gleichung. Dargestellt ist der Verlauf der Phasen. Liegt x im Intervall [0.45, 0.55], so wurde

)
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der Punkt keiner Phase zugeordnet und Weif} gefirbt, sonst entsprechend seinem Wert entweder
Schwarz (fiir x > 0.55) oder Grau (x < 0.45). Auf Schattierungseffekte zur Verdeutlichung der
Phasenausbildung wurde verzichtet, da diese mit heutigen Reproduktionsverfahren bei Schwarz-
weiflbildern nicht zufriedenstellend dupliziert werden kénnen. Es sei daher betont, daf3 selbst die
grau oder schwarz eingefiarbten Flichen bei ¢ = 0 Werte von x im Intervall (0.4; 0.6) reprisentie-
ren, wihrend zu groflen Zeiten die ebenso grau oder schwarz gezeichneten Phasen voll ausgebildet
sind und n&herungsweise die Werte 0 oder 1 annehmen.

Parameter zu Abbildung 5.1:

Ideale Gasgleichung fiir beide Phasen, keine Spannungsterme do7 Vx ® Vy,
polynomielle Mischungsentropie, Gi = G2, 71 =72 = 14, cy1 =cyp =1,

Re = 1000, Prandtl=1, e =10, § =1073, u=1, v = —2/3, v,; = vy =0, or =1,
Q= [-1,+1] x [0,1], 1661 Knoten, 3200 Dreiecke, nicht adaptiv, At = 1073,

00 =1, vy =vy0 =0, eg =2.5, Zufallswerte fiir xo, (0x)s = 0.5, Ty = 2.5.

Abbildung 5.1: Ausbildung der Phasen ohne Strémung

Die Abbildung zeigt das typische Verhalten der Allen—Cahn—Gleichung. Die Anfangswerte wer-
den zunéchst in Folge des parabolischen Charakters der Gleichung gegléttet, daher nimmt die
weifle Fliache von t = 0 auf ¢t = 0.1 zu. Dann beobachten wir die Ausbildung der Phasen mit
scharfen Grenzflichen und die langsame Wanderung der Phasengrenzen, bis schliellich nur noch
eine Phase im Gebiet vorhanden ist (hier ohne Abbildung x = 0).

5.2 Polynomielle und logarithmische Mischungsentropie

Der néchstallgemeinere Fall ist nun die Einbeziehung eines nichtverschwindenden Geschwindig-
keitsfeldes.

Zunéchst geben wir fiir den Phasenparameter x eine kreisformige Phase als Anfangswert vor.
Die anderen Parameter sind so gewéhlt, dal o = 1 und T" = 2.5 in Qp ist mit zeitinvarianter,
konstanter Stromung nach rechts. Beide Systeme werden durch die ideale Gasgleichung beschrie-
ben. Um bei polynomieller Mischungsentropie (2.10) den Fall x ¢ [0, 1] zu verhindern, setzen wir
G1 = Go. Abbildung 5.2 zeigt die zeitliche Entwicklung des Graphen von x fiir polynomielles J.
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Parameter zu Abbildung 5.2:

Ideale Gasgleichung fiir beide Phasen, keine Spannungsterme do7 Vx ® Vy,
polynomielle Mischungsentropie, G| = G2, 71 =72 =14, cy1 =cy2 =1,

Re = 1000, Prandtl=1, e =1, 6 =10"%, u=1, v =—2/3, v,y =04, v,; =0, o =1,
Q2 =[-1,+1] x [0,1], 946 Knoten, 1800 Dreiecke, nicht adaptiv, At = 0.005,
00=1, 10 =04, vy =0, eg =2.5, (ox)s =0, Ts = 2.5,

xo(z,y) =1 fir (x,y) € Bp2(—0.5,0.5), xo(x,y) =0 sonst.

g v

=
=SZT=O< R
—
755

=SS

Abbildung 5.2: Abbau und Transport einer kreisférmigen Gasphase fiir v = (0.2, 0)

Wir beobachten, daf§ die Anfangswerte zunichst (in Folge des parabolischen Charakters der
Phasengleichung) geglittet werden. Im weiteren Verlauf schrumpft die kreisférmige Gasphase
kontinuierlich, bis schliellich x = 0 in Q gilt (ohne Abbildung). Zeitgleich wird diese mit der
Stromung Richtung Ausstromrand transportiert. Der Phasenparameter zeigt also ein fiir die
Allen—Cahn—Gleichung typisches Verhalten, wobei aber der Transport durch die Navier—Stokes—

Gleichungen bedingt wird.
Die von der Stromung transportierte Gasphase ist nicht vollkommen kreisférmig, sondern wird

etwas oval verformt. Den Grad der Verformung bestimmt die Geschwindigkeit der Strémung. In
der Situation von Abbildung 5.2 ist dies kaum zu erkennen, die Geschwindigkeitsbetréige sind

hierfiir zu klein.
Zur Verdeutlichung des Effekts setzen wir in der folgenden Abbildung 5.3 v, = vy 0 = 2.5.

Dargestellt wird der Verlauf der transportierten Phase, ein Punkt wird eingefédrbt, wenn x > 0.
Deutlich ist hier die langliche Deformation der Phase durch die Stromung zu erkennen.
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Parameter zu Abbildung 5.3:

Ideale Gasgleichung fiir beide Phasen, keine Spannungsterme do7 Vx ® Vy,
polynomielle Mischungsentropie, G1 = G2, 71 =72 =14, cv1 =cya =1,

Re = 1000, Prandtl=1, e =1, 6 = 1074, u=1, v = —-2/3, v,y = 2.5, vy =0, or =1,
Q2 =[-1,+1] x [0,1], 946 Knoten, 1800 Dreiecke, nicht adaptiv, At = 0.005,
00=1, V0 =25, vy =0, eg =2.5, (ox)s =0, Ts = 2.5,

xo(z,y) =1 fir (z,y) € Bp2(—0.5,0.5), xo(x,y) =0 sonst.

t=20 t=20.1
t=0.3 t=04

Abbildung 5.3: Deformation der transportierten Gasphase, exemplarisch fiir v = (2.5,0)

In der Situation der Abbildung 5.2 ersetzen wir nun J durch (kein konkaver Anteil —3?!)

J(0, T, x) = x In(x) + (1 = x) In(1 = x).
Extrema 8 nimmt y nicht an, was wir z.B. der von allen Extrema [ zu erfiillenden Beziehung

B
entnehmen, mit der einzigen Losung 8 = 0.5. Daher miissen diesmal beide Phasen verschwinden.
Fiir tatsdchliche physikalische Anwendungen wird daher immer das vollstindige W aus (2.60)
verwendet. Die beschriebene Situation dient hier als numerischer Test zur Untersuchung der

moglichen Zeitschrittweiten bei logarithmischem W und y - {0,1}.

Die folgende Abbildung 5.4 wiederholt die Rechnung von Abbildung 5.2, diesmal mit logarithmi-
scher Mischungsentropie und bestétigt diese Erwartung. Um illegale Anfangs— und Randwerte
zu vermeiden, wurde innerhalb der Gasphase mit 0.999 und auflerhalb mit 0.001 als Wert fiir x
gestartet. Entsprechend ist 0 # y # 1 wahrend der Rechnung.
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Parameter zu Abbildung 5.4:

Ideale Gasgleichung fiir beide Phasen, keine Spannungsterme do7 Vx ® Vy,
logarithmische Mischungsentropie, G1 =Ga, 1 =7 =14, cy1 =cy2 =1,

Re = 1000, Prandtl=1, e =1, 6 =10"%, u=1, v =-2/3, v,y =04, v,y =0, o1 =1,
Q2 =[-1,+1] x [0,1], 946 Knoten, 1800 Dreiecke, nicht adaptiv, At = 0.005,

00 =1, v:0=04, vy0=0, eg =2.5, kreisformige Phase fiir xo mit Radius 0.2,
(ox)s = 0.001, T = 2.5.
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Abbildung 5.4: Auflésung beider Phasen, falls W), keine konkaven Anteile enthélt

Wiederholen wir diese Rechnung mit W aus (2.60), so zeigt die Losung des Systems bei geeig-
neter Wahl des in dieser Rechnung vernachléssigten Termes —% dasselbe Verhalten wie das
in Abbildung 5.2 dargestellte. Dies ist i.b. dann der Fall, wenn die (durch eine Taylorentwick-
lung gewonnene) polynomielle Approximation des logarithmischen W mit dem in Abbildung 5.2
verwendeten Term (2.10) {ibereinstimmt. Eine genauere Analyse, wie — %1% ({je Entmischung

T
beeinfluf3t, findet sich in Abschnitt 5.4.

Wir untersuchen nun die erlaubten Zeitschrittweiten fiir den bereits in Abschnitt 4.8 dargestell-
ten Fall A, in dem entweder die polynomielle Mischungsentropie W verwendet wird oder, bei
Verwendung der logarithmischen aus (2.60), wenn x - {0,1}. Als Studienobjekt dient die Si-
tuation aus Abbildung 5.4 fiir verschiedene Verfeinerungsstufen. Die Analyse des zweiten Falles
B findet sich in Abschnitt 5.4.

Die untenstehende Tabelle 5.1 gibt scharfe Intervalle an, in denen die maximale Zeitschrittweite
Atmax liegt. Wie sie verdeutlicht, sind die zuléssigen Atyax praktisch identisch. Dies liegt daran,
dafl im hier untersuchten Fall x hinreichend weit von den Polstellen des logarithmischen W’
entfernt bleibt.
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Maximal erlaubte Zeitschrittweiten (Fall A)
Triangulierung | polynomielles W | logarithmisches W
1 [0.065; 0.066) [0.062; 0.063)
2 [0.0147; 0.01471) | [0.0144; 0.0145)
3 [0.0092; 0.0093) | [0.0092; 0.0093)
4 [0.0068; 0.0069) | [0.0067; 0.0068)

Tabelle 5.1: GroBtmogliche Zeitschrittweiten (kein Einflufl ev. Polstellen von W)

Die folgende Tabelle 5.2 vermittelt Details der von uns verwendeten Triangulierungen. Es handelt
sich um sog. Crisscrosstriangulierungen ohne Vorzugsrichtung. Abbildung 5.5 unten zeigt die
einfachste verwendete Triangulierung.

Referenztriangulierungen
Nummer | Knoten | Dreiecke | Geometrie
1 7 128 8x4
2 431 800 | 20x10
3 946 1800 | 30x15
4 1661 3200 | 40x20

Tabelle 5.2: Referenztriangulierungen

Abbildung 5.5: Crisscross—Triangulierung der Geometrie ,,8 x 4

5.3 Bedeutung von ¢ fiir die Phasenbildung

Der Parameter ¢ in (2.20d) bzw. (2.20e) skaliert die substantielle Ableitung von x und bestimmt
dadurch die Geschwindigkeit der Phasenbildung, siehe auch Beziehung (2.69). Wir veranschau-
lichen uns diesen Effekt, indem wir exemplarisch die Rechnungen der Abbildung 5.2 fiir ver-
schiedene € durchfiithren. Genauso gut kann man aber den Effekt bei allen anderen Rechnungen
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beobachten, die in diesem Kapitel vorgestellt werden.

Wie erwartet ist € ein Skalierungsparameter, der die Geschwindigkeit der Phasenbildung steu-
ert. Gleichzeitig illustriert Abbildung 5.6 das Verhalten von y am Ausstrémrand, wo xy = 0
vorgeschrieben ist.

Parameter zu Abbildung 5.6:

Ideale Gasgleichung fiir beide Phasen, keine Spannungsterme do7 Vx ® Vy,
polynomielle Mischungsentropie, G| = G2, v1 =72 =14, cy1 =cy2 =1,

Re = 1000, Prandtl=1, e =1, § =107% u=1, v = -2/3, v,; = 0.2, vyr =0, o1 =1,
Q=[-1,+1] x [0,1], 431 Knoten, 800 Dreiecke, nicht adaptiv, At =0.01,
0=1,v:0=02, vy0=0, eg =2.5, kreisformige Phase fiir xo mit Radius 0.2,
(ox)s = 0.5, Ts = 2.5.
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Abbildung 5.6: Einflufl von . Obere Reihe: ¢ = 2, mittlere Reihe: ¢ = 1, unten: ¢ = %

5.4 Einflul des Temperaturfeldes auf die Phasenbildung

Um uns dariiber klar zu werden, wie die Temperatur die Ausbildung der Phasen beeinflufit,
betrachten wir als Ausgangspunkt weiterer Uberlegungen die von allen Extrema  des Phasen-
parameters x zu erfiillende Gleichung

MeT.p) = ({25) =+ 1 (61~ Gae. 1) =0. (5.1
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Fir g = % besitzt diese Gleichung wie oben dargestellt allein die Losung 8 = 0.5, so dafl
sich keine Phasen bilden. Die Losung 8 von (5.1) kann z.B. durch ein eindimensionales Newton—
Verfahren ermittelt werden. Die Temperatur bestimmt also iiber (G7 — G3)/T entscheidend,
welche Phase (fliissig oder gasformig) sich durchsetzt und gegen welchen Wert die Phase strebt.

aze: | g Gzo | g
0 | 0.65905 —8 1 0.99988
—1 | 0.86599 +1 | 0.34095
—2 | 0.95028 +2 | 0.13401
-3 | 0.98169 +3 | 0.04972
=5 | 0.99752 +5 | 0.00674

Tabelle 5.3: Theoretisch vorhergesagte Extrema £ von x

Um diesen Zusammenhang bei einem Programmlauf zu iiberpriifen, setzen wir ohne weiteren
physikalischen Bezug (G7 — G3)/T = —1. Die folgende Abbildung 5.7 zeigt den Verlauf von x in
Q und illustriert die Ausbildung der Phase.

Parameter zu Abbildung 5.7:

Ideale Gasgleichung fiir beide Phasen, mit Spannungstermen Jo7' Vyx ® Vy,
logarithmische Mischungsentropie, (G1 —G2)/T =—-1, 1 =7 =14, cyv1 =cy2 =1,
Re = 1000, Prandtl=1, e =1, § =107, p=1, v =-2/3, vy = v,; =0, o1 = 1,
Q=[-1,+1] x [0,1], 431 Knoten, 800 Dreiecke, nicht adaptiv, Xy =1, At =0.01,
0=1, v,0=0, vy 0 =0, g =2.5, Zufallswerte fiir xo, (0ox)s = 0.5, Ty = 2.5.

VilZs AL,

Abbildung 5.7: Prototyp einer temperaturgesteuerten Phasenbildung

Der sich im Programm einstellende Phasenwert war exakt der theoretisch durch Beziehung (5.1)
vorhergesagte, stellte sich allerdings erst nach leichten Oszillationen (wo auch x > 0.866 war) fiir
t > 0.9 ein. Nur das maximal auftretende S war abhingig von der Zeitschrittweite, die Dauer
des Einschwingvorgangs dagegen nicht. Fiir Zeiten ¢ > 0.4 gilt bereits x € (0.858, 0.869) in
Q, die Losung ist dann mit bloBem Auge nicht mehr von dem in Abbildung 5.7 dargestellten
Endzustand unterscheidbar.

Die beschriebene Situation ist ideal zum Studium der Zeitschrittweitenrestriktion. Liegen die
gemifl Temperaturverteilung und G; — G2 angestrebten Extrema g nahe bei 1 oder 0, so muf3
At bei logarithmischer Wahl der Mischungsentropie W sehr klein sein, da y nicht monoton gegen
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/3 konvergiert (und ein Uberschreiten von 1 bzw. ein Unterschreiten von 0 die Undefiniertheit
des Logarithmusterms zur Folge hat). Fiir polynomielles W spielt dies keine Rolle. Allerdings
stellen sich hier vollig unphysikalische Werte fiir x ein, je nach Temperatur durchaus x > 2 oder
x < —1. Die folgende Tabelle stellt maximal mogliche At fiir polynomielles und logarithmisches
W fiir Referenztriangulierung 3 abhéngig von verschiedenen S—Werten gegeniiber.

Atmax nahe den Polstellen von Wi,

B Atmax polynomielles W | Atmayx logarithmisches W
< 0.988 | [0.0063; 0.0064) [0.0063; 0.064)
0.991 | [0.0063; 0.0064) [0.0052; 0.0053)
0.992 | [0.0063; 0.0064) [5-1075; 7-1079)
0.9933 | [0.0063; 0.0064) [4-1077; 5-1077)

Tabelle 5.4: Grofitmogliche Zeitschrittweiten bei Phasenwerten nahe 0 oder 1

Nach diesen programmspezifischen Uberlegungen stellen wir nun einen praxisrelevanten Fall dar.

Zunichst bestimmen wir einige Konstanten. Der Literatur entnehmen wir den gemessenen Wert
y2 = 1.00838 fiir den Adiabatenexponent von Wasser (bei 25" C), wie frither setzen wir v = 1.4
fiir Luft. Ferner entnehmen wir cy; = 20.95 JK'mol~! und cy,2 = 74.66 JK'mol™!. Fiir die
Ortsskalierung Xy, die wie in Abschnitt 2.8 ausgefiihrt als Faktor vor den neuen Termen im
Spannungstensor auftritt, wiahlen wir d.E.h. Xy = 1, andere Werte dndern die Ergebnisse aber
nicht qualitativ.

Hier gilt % = (cyq1 —cy2) (1 —InT). Die Anfangswerte der Energie setzen wir derart, daf
in einem kreisformigen Teilgebiet 2y CC Q die Temperatur so hoch ist, da (1 — InT') ein
negatives Vorzeichen hat, also % > 0 gilt. Entsprechend setzen wir 7" in Q \ 1 so niedrig,
daf Gl%c"? < 0, vgl. die folgende Abbildung 5.8 fiir die Anfangswerte der Temperatur.
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Abbildung 5.8: Anfangswerte der Temperatur (zu Abbildung 5.9)

Abbildung 5.9 stellt die zeitliche Entwicklung von x dar. Der Startwert y = 0.5 ist nicht abgebil-
det. Man erkennt, daf} sich in Q wie durch Beziehung (5.1) vorhergesagt zwei Phasen ausbilden.
Es gilt x 7 11in 2\ 27 und x N\ 0 in ;. Dazwischen bildet sich wie gewohnt eine Grenzschicht
aus.
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Parameter zu Abbildung 5.9:

Ideale Gasgleichung fiir beide Phasen, mit Spannungstermen do7 Vy ® Vy,
logarithmische Mischungsentropie, 71 = 1.4, 72 = 1.00838, cy,1 = 20.95,

cva = 7497, Re = 1000, Prandtl=e=pu =1, v =—-2/3, § = 1074, v,y =1, vy,; =0,
Q=[-1,+1] x [0,1], 1661 Knoten, 3200 Dreiecke, nicht adaptiv, Xy =1,
At=0.001, g =01 =1, vz0 =1, vy0 =0, x0 =0.5, (ox)s = 0.5, Ty = 2.53
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Abbildung 5.9: Bildung zweier Phasen durch Temperatureffekte sowie deren Konvektion

Durch Wérmediffusion wichst ; im Laufe der Rechnung leicht, die Temperaturunterschiede

nivellieren sich. Gleichzeitig findet ein Transport mit der Stromung nach rechts statt.

t =0.02 t =0.08

Abbildung 5.10: Verlauf der Phasen (zu Abbildung 5.9)

Das Diagramm 5.10 der Phasen verdeutlicht dies. Die Farbgebung ist dieselbe wie in Abbildung
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5.1. Fiir x € [0.45, 0.55] bleibt der Punkt Weifl, ansonsten setzen wir Grau fiir x < 0.45 und
Schwarz fiir x > 0.55. Die Fliche erscheint auen gezackt, da x an den Réndern die geforderten
Randwerte y = 0.5 annehmen muf (es ist ¢ = 1). Der Transport der kreisformigen Phase
(und von 1) ist noch zu erkennen, der Effekt ist allerdings nicht sehr stark, da die simulierte
Zeitspanne kurz ist. Ein Vergleich der Zustédnde ¢ = 0.02 und ¢ = 0.08 148t das Anwachsen der
kreisformigen hellgrau dargestellten Phase (in Folge des Wachsens von §21) genau erkennen.

5.5 Einflufl des Geschwindigkeitsfeldes auf die Phasenbildung

Auch das Stromungsfeld v beeinflufit die Bildung bzw. die Verdnderung von Phasen.

Das Geschwindigkeitsfeld kann mittels des Transportterms —v - Vx in Gleichung (2.20e) direkt
auf Oyx wirken. Dies ist kein thermodynamischer Effekt, sondern der konvektive Einfluf} der
Stromung.

Zur Veranschaulichung stellt die folgende Beispielrechnung eine Situation dar, wo durch
Stromungseffekte die Auflésung einer Fliissigkeitsphase in der Gebietsmitte stark beschleunigt
wird. Zur Zeit t = 0 sei vy0 = 0 in Q und vy = 1 fiir x < 0 und v, = —1 fiir x > 0. Die
Anfangswerte fiir x sind auf dem ersten Bild der Abbildung 5.11 zu sehen und stiickweise linear.
An den Réndern und fiir z = 0 ist die Funktion 0.001 (Null verbietet sich wegen logarithmischer
Gibbscher Energie), fiir z = 0.5 gilt y = 1. Die beiden Phasenspitzen bei z = +0.5 werden
durch die gegenldufige Stromung in die Gebietsmitte zusammengeschoben und 16sen so die Phase
in der Mitte auf.

Einen vergleichbaren Effekt kénnen wir z.B. auch erzielen, indem wir den Ausstréomrand rechts
verschlieBen und zu einem festen Rand machen. Fliefit dann die Stromung wie in den meisten
unserer Rechnungen vom Einstrémrand links nach rechts, so bildet sich in der N&he des nunmehr
festen Randes eine Grenzschicht aus mit starkem Sprung im Geschwindigkeitsfeld. Dadurch kann
der Verlauf der Phasen stark beeinflufit werden.

Um zu belegen, dafl die Auflésung der mittleren Phase in Abbildung 5.11 vor allem auf
Stromungseffekten und weniger auf dem Oberflichenterm % div(de V) beruht, zeigt die folgen-
de Abbildung 5.13 die identische Rechnung wie Abbildung 5.11, diesmal aber gilt v;0 = vyg = 0.
Zwar wichst auch hier die in der Gebietsmitte angesiedelte Phase bedingt durch den Ober-
flichenterm an, dies erfolgt aber wesentlich langsamer. Auflerdem zeigt ein Vergleich der Ab-
bildungen 5.11 und 5.13 direkt, dafl die beiden Spitzen in der ersten Rechnung gegeneinander
bewegt werden, wihrend sie bei der zweiten Rechnung in ihrer Position verharren.

Der beschriebene Effekt ist der Anschauung direkt zugénglich bei Betrachtung einer Mineral-
wasserflasche, bei der starkes Schiitteln die Freisetzung der Kohlenséure zur Folge hat. Dies ist
ein rein konvektiver Effekt.
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Parameter zu Abbildung 5.11:

Ideale Gasgleichung fiir beide Phasen, mit Spannungstermen do7 Vy ® Vy,
logarithmische Mischungsentropie, G = G2, 71 = 1.4, 72 = 1.00838, cy1 = 20.95,

cy2 = 74.97, Re = 1000, Prandtl = p =1, v = —2/3; ¢ = 0.005, 6 = 1074, vy = vyr = 0,
Q=[-1,+1] x [0,1], 946 Knoten, 1800 Dreiecke, nicht adaptiv, At =0.005, Xy =1,
o=0r=1,v,0=0, vz0=1 fiir v <0, vyo=—1 fiir x > 0, stilickweise lineare
Anfangswerte fiir xo (siehe Erkldrung im Text), (ox)s = 0.001, Ts = 1.59.
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Abbildung 5.11: Auflésung einer Phase in der Gebietsmitte durch Konvektion

t=0. t=0.2

Abbildung 5.12: Geschwindigkeitsfeld zu Abbildung 5.11



5.5. EINFLUSS DES GESCHWINDIGKEITSFELDES AUF DIE PHASENBILDUNG

Parameter zu Abbildung 5.13:

Ideale Gasgleichung fiir beide Phasen, mit Spannungstermen do7 Vy ® Vy,

logarithmische Mischungsentropie, G; =

cv2 = 74.97, Re = 1000, Prandtl =
Q=[-1,+41] x
00=0r =1, vgo =vyo =0,
(siehe Erklirung im Text),

Ga, 11 = 1.4, 72 = 1.00838, cy1 = 20.95,
p=1,v=-2/3, ¢=0.005 6 =10"% v,y = v, =0,
[0,1], 946 Knoten, 1800 Dreiecke, nicht adaptiv, At =0.005, Xo=1,
stiickweise lineare Anfangswerte fiir xo
(ox)s = 0.001, T = 1.59.
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Abbildung 5.13: Situation der Abbildung 5.11 ohne Konvektion
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Kapitel 6

Abschlieflende Bemerkungen und
Ausblick

Wir beenden die Arbeit mit einer abschliefenden Bewertung des Ansatzes und einer kritischen
Wiirdigung auf der Grundlage der vorgestellten Ergebnisse.

Die wesentliche Idee der vorliegenden Arbeit ist eine Kombination der modifizierten Allen—
Cahn-Gleichung (2.20d) mit den kompressiblen Navier-Stokes—Gleichungen, wobei dem inneren
Parameter x die Rolle einer Gewichtungsfunktion fiir die gemittelten Groflen zukommt, vgl.
(2.1). Es handelt sich also um einen Ansatz, bei dem thermodynamische Prozesse mit Konvektion
gekoppelt werden. Motiviert werden kann der Ansatz durch die Phasenfeldgleichung, wie in
Kapitel 1 ausgefiithrt. Wir untersuchen den Zusammenhang beider Systeme nédher. Fiir v = 0
folgt aus der Kontinuititsgleichung (2.20a) zunéchst 0,0 = 0. Wir nehmen daher d.E.h. an, daf§
das System inkompressibel ist und setzen ¢ = 1. Nach Bemerkung 2.2 vernachlédssigen wir die
neu auftretenden elastischen Terme im Spannungstensor.

Mit diesen Annahmen geht (2.20) fiir ¢ = 1 und L = const iiber in

Vp = 0, (6.1a)
de = LAT, (6.1b)
Ox = —Jy+0lx. (6.1c)

Gleichung (6.1a) erzwingt konstanten Druck und kann von den iibrigen Gleichungen entkoppelt
betrachtet werden. Setzen wir

Epot,l =T+1, Epot,2 =T, (62)

so gilt e = epot = T+ x. (6.1b) und (6.1c) gehen dann fiir geeignetes J, = J, (T, x) in das
System der Phasenfeldgleichungen iiber:

(T +x) = LAT,
ohx = —Jy+0Ax.
Die Definitionen (6.2) deuten auf eine ideale Gasgleichung fiir die Teilsysteme hin (ev. mit

Temperatursprung am Phaseniibergang).

Eine exakte Rechtfertigung des in dieser Arbeit verwendeten Ansatzes ist die Verifikation des
2. Hauptsatzes der Thermodynamik, die wir am Ende von Kapitel 2 durchgefiihrt haben. Zu-
sammen mit der physikalischen Interpretation des neu auftretenden Termes —doT Vyx ® Vy im
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Spannungstensor ist sie das Fundament der Arbeit. Das vorgestellte Gleichungssystem besitzt
daher trotz der einschréankenden Annahmen des Abschnitts 2.9 physikalische Relevanz.

Unter Verwendung des in Kapitel 4 vorgestellten numerischen Verfahrens konnte in Kapitel 5 ei-
ne Reihe von interessanten und fiir die Eigenschaften des Gleichungssystems charakteristischen
Beispielen berechnet werden. Notwendige Voraussetzung fiir die Korrektheit des numerischen
Verfahrens ist allerdings die Homogenitdt der numerischen Fliisse, die fiir das untersuchte System
oft nicht erfiillt ist. Daher kann die numerische Behandlung des Systems nicht als abgeschlos-
sen gelten. Es wiire fiir eine genauere numerische Untersuchung sinnvoll, ein Flux—Difference—-
Splitting fiir das System (2.20) zu entwickeln, wie es sich fiir die kompressiblen Navier—Stokes—
Gleichungen in [7] findet. Die Umsetzung dieses Verfahrens ist aber mit auflerordentlich groffem
Arbeitsaufwand verbunden, da keine Resultate der Navier—Stokes—Gleichungen iibernommen
werden koénnen.

Die Grenzen des in der Zeit explizit diskretisierten numerischen Verfahrens werden in den Unter-
suchungen des Abschnitts 5.4 deutlich, wenn die Phasen sehr nah gegen einen der Werte 0 oder
1 streben, siehe dazu auch Abschnitt 4.8. Ein Verfahren mit einer impliziten Zeitdiskretisierung,
am besten mit Mehrgittermethoden zur Losung der auftretenden Gleichungssysteme, wiirde die
aufgezeigten Effizienzeinbuflen und Grenzen vermeiden.

Von Bedeutung ist die rdumliche Skala des Problems. Genau wie fiir die Cahn—Hilliard—Gleichung
finden die betrachteten Prozesse auf einer sehr kleinen rdumlichen Skala statt. Allerdings sind
auch auf dieser kleinen Skala wichtige Aussagen moglich, etwa die Bestimmung der Wachs-
tumsrate der Phasen, welche fiir Werkstofforscher von grofitem Interesse ist. Dies erklért auch,
warum die geringe rdumliche Abmessung in der Vergangenheit kein Hinderungsgrund war, bei
Simulationen der Cahn-Hilliard—Gleichung (i.b. mit periodischen Randbedingungen) wichtige
Ergebnisse zu erhalten.

Moglicherweise mufl das vorgestellte Modell an einigen Stellen noch einmal {iberarbeitet und
verbessert werden, um sich von den unnatiirlichen Bedingungen 77 = T5 und p; = p3 zu befreien.
Abschlielendes Ziel mufl der Vergleich der Modellaussagen mit gemessenen Werten im Labor
sein. Nur so ist zu entscheiden, wie schwer die getroffenen Einschréinkungen und grundsétzlichen
Annahmen (wie die Linearitit der Energiebeziehung (2.1)) wiegen.



Anhang A

Grundlagen und Bezeichnungen

A.1 Funktionenriume

Es sei Q ¢ R offen, 1 <d <3, 1 <p < 0o, m € INy.

Mit C§°(£2) bezeichnen wir die Menge aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kom-
paktem Tréager in Q.

LP(Q) ist der Raum aller Lebesgue-mefibaren und zur p-ten Potenz integrierbaren Funktionen
auf €, der wie iiblich durch

e = ([l de)’, p<oo,
Q

[fllLe @) = esssup|f(z)|
€

normiert ist. Es bezeichnet H"P(€2) den Sobolevraum aller Funktionen aus LP(£2), die (schwache)
Ableitungen bis zur Ordnung m in LP(Q2) besitzen. H"™P({2) ist ein Banachraum mit

m 1
| Loy = (D2 ID" Fllioey) "
k=0

wobei o
a a o .
o] <k i=19;

Mit Hy"?(Q), 1 < p < oo bezeichnen wir desweiteren den Abschlufl von C§°(Q) in H™P(Q)
bzgl. || - ||gm». Hiufig schreiben wir fiir H™2(Q) auch H™(Q) und H{Y(Q) fiir HS”’Q(Q).

Fiir T > 0 und Funktionen u :  x (0,7) — IR definieren wir LP(0,7; H9(Q2)) als die Menge
aller Funktionen, fiir die der Ausdruck

T 1/p

lull e o, HHay = (/HU(S)H%(Q) ds) , 1<p<oo,
0

1wl oo (o, ey = esssup [[u(t) || gao(q)-
te(0,T)

endlich ist.
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SchlieBlich definieren wir C*(Q) als den Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf
Q derart, daB Df fiir |a| < k stetig auf Q fortsetzbar ist. C*(QQ) ist ein Banachraum mit der
Norm

fllery = Y sup [D*f(a)].

la|<k *€

Weitergehende Definitionen und Hintergrundwissen finden sich z.B. in [2].

A.2 Vektor— und Tensornotationen

Seien a und b Vektoren. a ® b, das Tensorprodukt der Vektoren a und b, ist der Tensor definiert
durch die Beziehung (a ® b) : ¢ = (b - ¢)a fiir alle Vektoren c. Fiir eine Matrix A sei A’ das
Transponierte von A.

Divergenz, Gradient und Laplaceoperator eines skalaren Feldes y werden bezeichnet mit
Vx, divy und Ayx. Mit 9; := % bezeichnen wir die j—te partielle Ableitung nach der Koordi-
nate j. Fiir ein Vektorfeld u(x) sei Vu(z) der Tensor mit den Eintriigen (9;u;)ij, i = Zeilenindex,
J = Spaltenindex. Seien A = A;; und B = B;; zwei Tensorfelder. Die Divergenz von A sei der
Vektor mit den Komponenten 3_;9;A;; und A: B die durch };; A;;Bj; erklérte skalare Funk-
tion. Die Ableitung einer skalaren Funktion f wird bezeichnet mit f’, die Fréchet—Ableitung
eines Feldes u(x) mit Du(z). In Kapitel 3 werden pgrtielle Ableitungen einer Funktion u mit
U

subskribierten Variablen angezeigt, etwa u; = Qu = .

A.3 Thermodynamische Grundlagen

In diesem Abschnitt stellen wir Hintergrundwissen aus der Thermodynamik zusammen, das
wir vor allem im 2. Kapitel vorausgesetzt haben. Dieser Abschnitt kann und will jedoch kein
Lehrbuch ersetzen. Fiir diese Zwecke empfehlen wir z.B. [15].

Wir beginnen mit den verwendeten Notationen. Groflbuchstaben reprisentieren wie schon frither
erwihnt die Dichtewerte, Kleinbuchstaben den mit der Dichte multiplizierten Wert, z.B. S die
Entropiedichte und s = pS. Indizes geben die Phase an, so ist etwa S; die Entropiedichte der 1.
Phase. Statt F und F findet man in der Literatur hiufig U und A (nach dem deutschen Wort
Arbeit).

In diesem Abschnitt bezeiche F immer die innere Energiedichte ohne kinetische Anteile.

: Temperatur des Systems,
: Volumen des Systems,

: Druck,

: Entropiedichte,
: Innere Energiedichte,
: Helmholtzsche Freie Energie, F' = E —T'S,
: Gibbssche Freie Energie, G = FE — TS5 + pV,
: Enthalpie, H = E + pV.

TQTmEH®RT <N

Tabelle A.1: Thermodynamische Notationen

Nachfolgend stellen wir klassische Beziehungen zusammen, die wir frither benutzt haben. Das
folgende gilt fiir Systeme, in denen keine Phaseniibergéinge auftreten.
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Der 1. Hauptsatz der Thermodynamik 148t sich schreiben als
0Q =dE +pdV. (A1)

Wir verwenden die Notation 6@}, um anzudeuten, dafl dies kein exaktes Differential ist, da der
Wert von 6Q) wegabhiingig ist.

Fiir eine Pfaffsche Form 148t sich bekanntlich immer ein integrierender Faktor finden, der ein
gegebenes Differential exakt macht. Fiir 6QQ bemerken wir (die subskribierte Variable ist konstant

zu halten):
OF or
@ = (w>vdT+<<av>T+p) v

= f(V,T)dT + g(V,T) dV.
Mit dem integrierenden Faktor o muf also gelten:

d(af) _ 9(ag)

ov or -

Im Falle von 6Q gilt @ = % Wir definieren also das exakte Differential dS, Entropie genannt,
durch

1
dS = — (dE +p dV). (A.2)

Mit der sich daraus ergebenden Beziehung fiir dE lassen sich direkt die fiir uns interessanten
totalen Differentiale der Gibbsschen Freien Energie G = E —T'S 4+ pV und der Helmholtz Freien
Energie F' = E — T'S berechnen (keine Phaseniibergénge, keine chemischen Reaktionen):

dFF = dE-TdS—-SdT

= —SdT —padv, (A.3)
dG = dE-TdS—-Sdl'+pdV +Vdp
= —SdT+V dp. (A4)
Damit folgen Beziehungen wie
oF
—p = (== A.
r = (57). (4.5)
OF
-5 = =] . A6
<5T)v (4.6)
Aus (A.6) folgt
0, - 35
\7)l, -~ 1T T1°
E
= 7 (A7)

Nach (A.3) gehoren zu F' als natiirliche Variablen 7' und V' (bzw. T und ¢ mit der Beziehung
0=1/V), zu G entsprechend das Paar T, p.

Ein Wechsel der Variablen geschieht wie folgt: gegeben sei eine Gréfle Y als Funktion von 7" und

o, d.h.
oY oY
Y=(— — T.
d (aV)T v <5T>V d

Die Umformung auf das Variablenpaar p und 1" geschieht nach der Regel

()30, (39, ().
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A.4 Entropieabschitzung fiir Navier—Stokes—Gleichungen

In diesem Abschnitt weisen wir nach, dafl der 2. Hauptsatz der Thermodynamik fiir die kom-
pressiblen Navier—Stokes—Gleichungen giiltig ist. Das genaue Verstédndnis der hier présentierten
Herleitung gibt nachtréglich eine Begriindung fiir den in Abschnitt 2.10 eingeschlagenen Weg.
In der hier vorgestellten Form findet sich dieses Ergebnis nicht in der Literatur, wo durchweg
die totalen Differentiale betrachtet werden und nicht zwischen Zeitableitungen und Randfliissen
differenziert wird.

Wir schreiben die kompressiblen Navier—Stokes—Gleichungen in der Form

o = —div(pv), (A.9)
O(ov) = —diviov®@v—T), (A.10)
oe = AT —div((e —TI')v). (A.11)

Dabei bezeichnet
I':= Fij = Tij — P 52‘3'

mit dem Scherspannungstensor (definiert wie in Kapitel 2)
2 .
Tij = i (Ov5 + Ojv; — 3 divv).

Ferner bezeichnen Grofibuchstaben die Dichtewerte, etwa E die Energiedichte und wie schon
frither V' das spezifische Volumen, d.h.

v=1
0
Fiir die Rechnung benétigen wir aulerdem:
d(f/o) Lof 1
= = + _ = - a 5 A.12
—e = T?9r (;i) : (A.13)

Gleichung (A.13) entspricht der frither gezeigten Beziehung (A.7).
Die Gibbsrelation (A.2) schreibt sich dann als

Td(‘s):d(e)—pgdg,
0 o/ o

T 1 N 1
Tds = —Tsd()+ed(>+de—p2dg
0 0 0 0

1 1
= fd<>+de—p2dg.
o Y% o

also

Wegen d(1/9) = —9—12 do und Beziehung (A.12) ergibt sich:

B / P ] 1
ds = [ o  of do + T de
Oof 1
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Wie in Kapitel 2 nehmen wir an, dafl die innere Energie nicht von v abhéngt, also e = e gilt.
Betrachten wir die obere Beziehung wieder als Gleichung im Phasenraum, so gilt also

8158 = —Lf 3tg + = 8t6 (A14)

Wir benétigen wie frither eine Gleichung fiir dsepot, die nachfolgend hergeleitet wird:

Nach (A.11) gilt:

de = Oy <6P0t + 5‘0’2) = diV(VT - (epot + §|U‘2 - F)’U) =X
o]
= Oepot + S Oro + ov - Opv

2
= 8tepot +v- Bt(gv) - |7 8t 0.

Unter Verwendung der Impulsgleichung (A.10) folgt:

Orepot = X +div((—ov®@v—-T)v)+ div(gv 2}20) +(ov®@v+T):Vo—pv-Vu-v

= div(VT — epotv) + ' : Vo.
Diese Beziechung in (A.14) eingesetzt liefert:

r gf

1 .
Ops = T div(VT — epotv) + T Vv — 0.

Setzen wir die Kontinuititsgleichung (A.9) ein und formen wie in Kapitel 2 die Randterme um,
so folgt:

. 1 VT]? VT-
Os = div (T VT — epot ;) + | T2’ — Tgepm : Vo + Qf div(ov)
. (VT v VT2 Vv leU
= d1V<T - GpOtT> + | T2| + 7 T +uv- VTaT <7f_,) - p T + gf le(QU)

Ferner haben wir

89(;)%9-1)—1—(%(;) VT-U—}-;divvzd(;)-v.

Insgesamt gilt daher

88 = le(VT—SU>+‘VT|2_’_Tv,U
e T T2 T

= div(VInT — sv) + |VInT|* + T:%.

Fiir den Term 7: Vv gilt dasselbe wie in Kapitel 2: er beschreibt die in Warme umgewandelte
Bewegungsenergie und ist immer positiv, wie durch Hauptachsentransformation folgt.

Fiir ein geschlossenes System gilt am Rand des Gebiets

T
div (VT — SU) =0,

somit ist der 2. Hauptsatz der Thermodynamik giiltig fiir die Navier—Stokes—Gleichungen.



Anhang B

Vergleich mit anderen Modellen

B.1 Reaktionsmodell nach Woods

Nachfolgend stellen wir ein alternatives Modell zu (2.20) vor, das aus [23] entnommen wurde.
Das Modell beschreibt das Stromungsverhalten einer Mischung, bei der eine Umwandlung der
Komponenten durch chemische Reaktionen moglich ist. Obwohl die physikalische Situation nicht
dieselbe ist, ist ein Vergleich sehr interessant.

Das System besitze N Komponenten, o;, v; bezeichnen Dichte bzw. Geschwindigkeitsvektor der
i—ten Spezies. Die Masse des Gesamtsystems und seine Geschwindigkeit v sind gegeben durch

0= ZQz’, oV = Zini-
i i

Die Konzentration ¢; und der Diffusionsstrom J; sind gegeben durch

Oi
G =
o
Ji = oi(vi —v).

Es gilt also

ZCZ‘:L ZJi:0~

In Analogie zu (2.17) definiert sich die materielle Ableitung der i—ten Spezies durch

0
DZ'Z:f i .
(%—l—v \Y%

Die Neubildung (Vernichtung bei negativem Vorzeichen) der i—ten Spezies wird durch die Rate
Q;r beschrieben, wegen Massenerhaltung gelte

> e =0.
7

Man erhélt wie gewohnt die N Erhaltungsgleichungen fiir die Masse:
dro; + div(givi) = 0, 1 <i < N

bzw.
oD;c; + divJ; = Q;r, 1<i<N.
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Fiir die Raten Q;L fithrt Woods die Beziehungen

of = (aij — ajy)

J

ein, wobei

ai; = > bijr Oy (B.1)

gilt. 0;(, gibt die Reaktionsrate der r—ten Reaktion an, die Koeffizienten b;;, sind durch genaue
Kenntnis der Reaktion zu bestimmen.

Die Impulsgleichungen sind gegeben durch

8,5(@%’) + diV(Qﬂ)ﬂ)l’ —l—pi) = Qi(FZ’ + Rl) + Z (aijvj — ajﬂ)i), (B.Q)
J
wobei F; die Gravitations— und elektrischen Kréifte und R; die Reibungskrifte auf die i—te
Komponente durch die Relativbewegung der anderen Komponenten angibt.

Das Modell von Woods beinhaltet also zwei Dichten und zwei Geschwindigkeitsvektoren. Damit
entfillt das Problem unseres Ansatzes, das nur eine Geschwindigkeit zuléfit. Durch den Term
R; sind Schereffekte zwischen den Komponenten beriicksichtigt.

Allerdings ist das Modell von Woods in zwei Punkten sehr fragwiirdig.

Erstens ist in Gleichung (B.1) die exakte Bestimmung der b;;, unméglich, da die entsprechenden
Werte der Reaktion in einer Strémung nicht bestimmt werden kénnen. Die angegebene Definition
verschleiert also die auftretenden Probleme und kldrt nicht die physikalische Situation.

Befremdlich erscheinen die Impulsgleichungen (B.2). Durch die Umwandlung der einen Kompo-
nente in eine andere wird de facto der entsprechende Anteil des Impulses bei der einen Kompo-
nente vernichtet, bei der anderen einfach hinzugefiigt, also Impulsvernichtung bzw. -erschaffung
betrieben. Die Vorstellung, dafl ein Teilchen bei seiner Umwandlung seine kinetische Energie
behélt, ist unzutreffend.

B.2 Variationsansatz fiir die innere Energie

Wir diskutieren nachfolgend einen Ansatz aus [19], in dem allgemein die Abhéngigkeit der inne-
ren Energie von einem inneren Parameter xy untersucht wird. Die physikalische Bedeutung von x
ist dabei zunéchst unwesentlich. Die Variation der inneren Energie ergibt einen Hinweis auf die
Impulsgleichung, und fiir das sich ergebende Modell ist auf natiirliche Weise der 2. Hauptsatz
der Thermodynamik erfiillt.

Zunéchst definieren wir die substantielle Ableitung einer Gréfle f durch

fi=0f+v-Vf (B.3)

und die totale Variation nach ¢ durch

) 0 . 0

Die Kontinuitétsgleichung wird vorausgesetzt, sie schreibt sich mit (B.4) als

do = —p divo.
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Wieder bezeichne e die innere Energie, E/ die innere Energiedichte, d.h.

e= /EQ. (B.5)
Q
Fiir £ machen wir den Ansatz
E =EFE(0,5x,Vo,Vx). (B.6)
Aus den Definitionen folgt:
oF oF OF oF oF
e = — 4 —_— — 0 oxX+—=— 0 . B.
¢ /(ag 3¢ F gv, Vet as S+a Xt ovy L (B.7)
=—pdivv \/—/ ~——
=:—t/0? =r/o

r ist eine verallgemeinerte Oberflichenkraft, ¢ ein couple—stress—Tensor.

Wir nehmen ab jetzt an, dafl das System geschlossen ist, also alle Randterme, die sich aus der
Entropie ergeben, verschwinden.

Mit dem Satz von Gauf} rechnet man elementar (aber zeitraubend) nach, daf

562/(QAdx+QTS—divP-U)+/(P:n-v—i—(t-n)divv—{—r-ndx) (B.8)
Q

=A
gilt. Dabei ist

5/
A = 5
§'E OF OF
P = 2 1—p— i
T, LT aw, Ve T oy, BV
L 6_1div<3>
5  Ox o °ovx )

Der 1. Hauptsatz der Thermodynamik lautet:

é+k=A+Q. (B.9)
In Worten: Die Anderung der Gesamtenergie des Systems ist gleich der am System verrichteten
Arbeit plus der von auflen zugefiigten Wirme.

Die verrichtete Arbeit A ist der Randterm in (B.8), die kinetische Energie k£ und die Wérmequelle
Q@ in (B.9) sind gegeben durch
1
k= / §Qv2a

Q
QR = - / q-n,
o0
wobei ¢ den Warmestrom bezeichnet.
Aus (B.8) und (B.9) folgt:

OFE
/( (95 dS + pAx + (00 — divP) - >+/q-n=0.

Q N
:T
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Lokal heifit dies .
0TS = —pAx — (o0 — divP) - v — divg. (B.10)

Ausgehend von (B.10) werden nun verschiedene Fille betrachtet. Fiir uns ist interessant:

g = 0 (isothermale Situation),
0 = p0v—divP, (B.11)
A # 0.

(B.11) definiert die Impulsgleichung.
Aus (B.10) folgt mit diesen Vorgaben

X- (B.12)

Man wahlt

OF 1 OF
— _T(=_Zdi —_— B.1
<8X 0 div (Qavx» ’ (B-13)

wobei I' > 0 eine Materialkonstante ist. I" spielt dieselbe Rolle wie € in (2.20), was bald klar
wird.

Aus (B.12) folgt
. T
S=_A*>0,
T >
also die Giiltigkeit des 2. Hauptsatzes. Ferner bemerken wir, daf§ der einzige dissipative Prozef}
eine Relaxation des inneren Parameters x ist.

Nehmen wir ferner an, daf§ ¢ konstant ist und es fiir die innere Energiedichte eine Entwicklung
der Form

E = Eo(x, To) + 8(To) [Vx|? (B.14)
gibt, so folgt:
OF ) oF
= (5 (Gw)
_ 0FEy )
- —F(aEO—%AX).
ox

Dies ist die mit dem Transportterm v - Vx (vgl. Def. (B.3)) erweiterte Allen-Cahn-Gleichung,
da fiir den hier betrachteten isothermalen Fall die innere Energie der Freien Energie entspricht.
Es handelt sich um dieselbe Gleichung wie (2.20d), wenn p festgehalten ist, nur wurde die Freie
Energie bei unserem Ansatz der Situation angepafit. Auch die Rolle von I' ist jetzt klar.

Das gerade vorgestellte Vorgehen gibt interessante Einsichten. Leider 148t es sich auf unsere
Situation nicht iibertragen. Zum einen, weil ¢ und T nicht konstant sind, zum anderen kénnen
wir bei uns keine Entwicklung der Form (B.14) annehmen. Ist konkret E; = FEj, so hingt E
nicht von x ab, d.h.

E # E(x).

Moglicherweise mufl in der von uns betrachteten Situation E durch % ersetzt werden. Die Mi-

schungsentropieterme tauchen in E nicht auf, wohl aber in %, vgl. Abschnitt (2.3).
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